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EXERCICE 1. Résoudre explicitement

ou ou
E(t,x) +z %(t, ) = 0 pour (t,z) € [0,4+o00[xR
u(0,z) = wp(x) pour z €R

quand
1. la fonction ug est la fonction définie sur R par ug(z) = e_xZ;
2. la fonction ug est la fonction indicatrice du segment [0, 1] de R.
Dessiner les fonctions ug et u(1, ) dans ces deux exemples, ainsi que les caractéristiques dans le plan (¢, ).

EXERCICE 2. Etant donnée une fonction ug sur R de classe C! on cherche les fonctions u = u(t, z)
de classe C! sur [0, +oo[xR solution de

ou

) E(t,x)Jru(t,m)%(t,x) = 0 pour (t,z) € [0,+oo[xR
u(0,z) = wup(x) pour x € R.

1. Soit u une solution du probléme. On suppose que u est lipschitzienne en x, uniformément en ¢t € [0, 7]
pour tout 7" > 0. Pour (¢,z) € [0, +0o[xR on note X (-;t,z) la caractéristique issue de (¢, x) générée par
u, c’est-a-dire la solution de

{X'(s) = u(s,X(s)) pour s5>0 ©)

X(t) = =

1.1. Vérifier que pour tout (¢,x) le systéme (C) a bien une unique solution globale.
1.2. Démontrer que
U(S, X(S; t IE)) = u(ta .7})

pour tous t,x, s puis que pour tous ¢,z
u(t,z + tug(x)) = uo(x).

2. Soit ug une fonction de classe C1(R).
2.1. On suppose que g > 0 sur R, montrer que la relation

u(t, x4+ tug(x)) = up(z) pour (t,z) € [0,4+o00[xR

définit bien une fonction u = u(t, x) sur [0, +00[xR. En admettant que cette fonction u est de classe C*,
démontrer que c’est une solution de (*).

2.2. Et si on suppose que ug est & support compact dans R ? Montrer qu’on peut tout de méme définir
la solution wu(t,z) sur [0,t*[xR pour un certain ¢* que l'on exprimera en fonction de infg .

2.3. Soit x un réel tel que ug(x) = 0. Montrer que u(t,z) = 0 pour tout ¢. En déduire que si ug est a
support compact dans R, alors pour tout ¢ ot la solution est bien définie

/}Ru(t,m) da::/Ruo(x) dx.



