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Département de Mathématiques L3 : Analyse-EDP

FEUILLE D’EXERCICE 1

EXERCICE 1. Soit ¢ € R et ug € C'(R;R). On note R = [0, cc[. Trouver toutes les solutions
dans u € C*(RT x R;R) du probléme suivant :

(0, z) = up(x).

EXERCICE 2. Soit A € M, (R) que I'on suppose diagonalisable dans la base (R;)1<i<n de valeurs
propres (\;)1<i<n. Soit Uy € C1(R;R™). Trouver toutes les solutions dans U € C1(R* x R;R") du
probléme suivant :

{8tu—|—cazu =u, (t,z)€RT xR,

U + A0, U =0,
U(O,SU) = U()(l’),
en fonction des R;, des \; et de Uj.

EXERCICE 3. On s’intéresse au probléme suivant :
o+ (22 —1)0,u =0, (t,r) € RTx]—1,1[,
{ u(0, ) = up(x) € C1(] — 1,1[; R).
1. Calculer I'équation des caractéristiques.

2. Donner explicitement 1'unique solution du probléme dans C1(R*x] —1,1]) .

3. Que se passe-t-il si on ne se restreint pas & = €] — 1,1[?

EXERCICE 4. Soit f0: (z,v) = f°(z,v) une fonction de C*(R™ x R") positive et & support
compact. On considére ’équation de transport suivante :

Of+v-Vyf=0
£0,2,0) = fO(z,0) >0
ol V;pf = (621f7 a:ﬂzf 8Inf)T

1. Donner 'unique solution de cette équation de transport dans la classe C'(RT x R™ x R") en
fonction de f°.

2. Montrer que f > 0 et que U'intégrale de f sur R™ x R" est conservée, i.e. :

// f(t,:c,v)dxdv:// Oz, v)dzdv, ¥t >O0.

3. On note p(t,x) = [p, f(t,z,v)dv. Montrer que

Co
YVt >0, sup p(t,z) < t—n
TER™

et que Cy = [, sup,, f°(z,w)dz convient.



4. Qu’est-ce que cela signifie qualitativement sur la solution ?

EXERCICE 5. On considére I’équation des ondes (& vitesse c) :

9%u 2&_0

ot? ox2 —

u(0,z) = f(z), z e R, (2)

(t,r) € RT x R,

%(O,x) = g(x), r R,

otl f et g sont respectivement C?(R,R) et C*(R,R) et ¢ € R. Démontrer que le probléme (2]) posséde
une unique solution u € C?(RT x R) donnée par

u(t,z) = Ui(x — ct) + Ua(z + ct),

ou
1 1 [* 1 1 [*
Ui(z) = 5 f() 20/0 9(y)dy, Ua2(z) =7 f(z) + 26/0 9(y)dy
EXERCICE 6. On considére le probléme

Ou—T0,u=0, t>0, z<0,
w(0,z) =z +2% x<0, (3)
u(t,0) =7t, t>0.

Trouver une solution u(t, z) de qui est de classe C1. Que vaut u(5, —3) et u(1,—10)?
EXERCICE 7. Soit g € C'(RT;R). Trouver une solution de classe C* du probléme suivant :

x0yu — yoyu = u, x>0, y>0,
u(z,0) = g(x).

EXERCICE 8. Pour z € R" et r > 0, on note
B(z,r)={yeR": |z —y|<r}, IB(x,r)={yeR":|z—y|=r}.

Démontrer que pour f: R™ — R, on a I'égalité
s swa)= [ rws).
dr \ JB(a,t) 8B(,t)
EXERCICE 9. Soit g € C%(R3). Démontrer que
t
u(t,x) = — / gz +ty)dS(y), teR, zeR3
Ar Jyy=1

est une solution de

(8t2 - 8£1 - agz - agg)u = O’ ’U,(O, ‘T) = O’ atu(o’ l‘) = g(x)



EXERCICE 10. Soit f € C3(R3) et g € C?(R3). Démontrer que

t

u(t,x) = %( ! /|y1 f(x +ty)d5(y)) + -

— / gz +ty)dS(y), teR,zeR3
dn lyl=1

est une solution de
(0f =02, — 02, — 02 )u=0, u(0,z) = f(z), du(0,z) = g(x).

Démontrer que si f et g sont & support dans {x € R3: |z| < R}, R > 0 alors u(t, ) est a support
dans
{reR3t—R<|z|<t+ R}, t>0.

En déduire que si f et g sont a support compact alors pour tout z € R3, il existe ¢q tel que u(t,z) = 0
pour t > tg.

EXERCICE 11. Soit u € C%([0,7] x R"), T > 0 une solution de
(82 — Ayu =0, (4)
ot A est 'opérateur de Laplace sur R™. Soient z¢ € R" et ty €]0,T]. Supposons que
u(0,z) = Ou(0,z) =0, VzeR3 tel que |z —xo| < to.
Démontrer que u(t,z) = 0 pour ¢, x tels que
0<t<ty, |x—xo <tp—t.

En déduire que si u € C2(RT x R™) est une solution de telle que u(0,z) et Qyu(0,x) sont a
support dans {x € R3: |z| < R}, R > 0 alors u(t,x) est a support dans

{zeR3: |z| <t+R}, t>0.
EXERCICE 12. Pour g € C%(R?) on pose

t

u(t,x) = yym

/ gz +ty)dS(y), teR,zeR3.
ly|=1

Démontrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout g satisfaisant
g€ L'(R?), Vue L'(R%R?)

on a l'inégalité

fut, )| (gl + IVgllp), Ve>0, Ve e R,

<
1+t

EXERCICE 13. Démontrer que pour tour R > 0 il existe C' > 0 tel que pour tout g € C?(R?) a
support dans {x € R3: |z| < R}, on a l'inégalité

t
)/ g(x +ty)dS(y)| < sup |g(y)|, Vt>0,VzeR®.
AT Ji=1



