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Département de Mathématiques L3 : Analyse-EDP

FEUILLE D’EXERCICE 4

EXERCICE 1. Soit f: R — R de classe C? . Soit Fy, F5: R? — R définies par

Fi(z,y) =z —yl,  Falz,y) = sgu(z —y)(f(z) - f(y)-
Démontrer que F; et Fy sont localement Lipschitz.

EXERCICE 2. Soit f € C?(R). Pour up € L*(R) on dit que u € L} (RT x R) est une solution

loc
entropique de
8tu + 8x(f(u)) = O, u|t:0 = Uup

si pour tout n € C%(R), n” > 0,
n(u), q(u) € Ligs(RT xR) (¢ =1n'f’)
et pour tout p € CLH(RT x R), ¢ >0,
[ (atatt.e)drett,a) + atutt)2sp(t,2) )deda + | nfuo(a))o(0.2)do > 0.
R+ xR R

Démontrer que si u est une solution entropique alors u est une solution faible, c¢’est & dire que pour
tout ¢ € CL(RT x R),

/ (ult. 2)up(t. ) + Flult. 2)Drip(t. ) ) dide + / wo()p(0, )z = 0.
R+ xR R

EXERCICE 3. Soit f,g: R — R deux fonctions convexes de classe C? et h : R — R telle que
I = f'g’. Démontrer que pour tout x > y,

(f(z) = f(y)(g(z) = 9(y)) < (z = y)(h(z) = h(y)) .

EXERCICE 4 (onde de choque entropique). Soit f: R — R de classe C?, strictement convexe.
On s’intéresse au probléme

Opu+ 0.(f(w)) =0,  uli=0 = up, (1)
avec
Ug, = <0,
uo(z) = { uz z >0

oll ug, ug sont deux nombres réels. Supposons que ug < ugy. Démontrer que la solution entropique
de (1]) est donnée par
u(t,z) = up(x — ot),
avec
_ fua) = f(uy)

ug —ug

1



EXERCICE 5 (onde de détente). Soit f: R — R de classe C?, strictement convexe. On pose
a = f’. On s’intéresse au probléme

Opu+ 0.(f(w)) =0,  uli—o = uo, (2)

avec

_J ug, x <0,
uo(:n)—{ ug, x>0,

ol ug, uq sont deux nombres réels. Supposons que ug > ug. Démontrer que la solution entropique
de est donnée par
u(t, z) = v(z/t),

avec

Ug, £ < a(ug),
v(€) =9 a (&), alyy) <& <alug),
Ug, &> alug),

ott a~! est la fonction inverse de a (qui est bien définie parce que a’ > 0).



