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Feuille d’exercice 5 : Équation de la chaleur

Exercice 1. On note gt le noyau de la chaleur, défini par :

∀t > 0, x ∈ Rd , gt(x) :=
1

(4πt)d/2
e−

|x|2
4t

Pour une donnée initiale f ∈ C0
b (Rd), on pose u(x, t) := (f ⋆ gt)(x).

1. Montrer que u est de classe C2 sur Rd×]0,+∞[ et vérifie

∀t > 0 , x ∈ Rd , ∂tu(x, t) = ∆u(x, t)

d’une part, et d’autre part
∀x ∈ Rd , u(x, t) →

t→0
f(x)

2. Pour d = 1, montrer que pour p ∈ [1,+∞], il existe une constante C > 0 telle que pour toute
fonction f ∈ L1 ∩ L∞ et t > 0

∥∂xu(t, ·)∥Lp ≤ Ct−
1
2 ∥f∥Lp

et
∥∂2

xxu(t, ·)∥Lp ≤ Ct−1∥f∥Lp .

Exercice 2 (Semi-groupe de la chaleur). Avec les notations précédentes, pour f ∈ C0
b (Rd) et

t > 0, on définit

Stf :

∣∣∣∣∣Rd → R
x 7→ (f ⋆ gt)(x)

et on pose S0f = f .
Montrer que :

1. si f ≥ 0 alors Stf ≥ 0 pour tout t ≥ 0

2. pour s, t ≥ 0, St+s = St ◦ Ss (propriété de semi-groupe).

Exercice 3 (Inégalité de concentration gaussienne). On garde toujours les notations précé-
dentes et on fixe f ∈ C1(Rd) telle que f et ∇f soient bornées, précisément ∥∇f∥∞ ≤ L pour une
constante L > 0.

1. On fixe t ≥ 0 et x ∈ Rd et on définit

Pour 0 ≤ s ≤ t , ϕ(s) := Ss

(
eSt−sf

)
(x)

Montrer que
ϕ′(s) = Ss

(
|∇F |2eF

)
, 0 < s < t

où F (x, s) := St−sf(x).
En déduire que

St(e
f )(x) ≤ eStf(x)+L2t

1



2. On note γ la mesure gaussienne standard sur Rd. Montrer que∫
Rd

ef dγ ≤ e
∫
Rd f dγ+L2

2

3. Montrer qu’on a égalité si f(x) = a · x avec |a| = L.

4. Montrer que pour toute fonction f ∈ C1(Rd) 1-lipschitzienne, on a

∀r > 0 , γ

{
x ∈ Rd | f(x) ≥ r +

∫
Rd

f dγ

}
≤ e−

r2

2

Exercice 4 (Inégalité de Hölder par la chaleur). On va montrer l’inégalité de Hölder en
utilisant l’équation de la chaleur : pour θ ∈ [0, 1] et f, g mesurables positives :

(L) :

∫
Rd

f(x)θg(x)1−θdx ≤
(∫

Rd

f(x) dx

)θ (∫
Rd

g(x) dx

)1−θ

(G) :

∫
Rd

f(x)θg(x)1−θdγ(x) ≤
(∫

Rd

f(x) dγ(x)

)θ (∫
Rd

g(x) dγ(x)

)1−θ

On se place ici dans le cas f, g ∈ C0
b ∩ L1 pour limiter les calculs.

1. Soit t ≥ 0 et x ∈ Rd fixés, pour 0 ≤ s ≤ t on pose

ϕ(s) := Ss

[
(St−sf)

θ (St−sg)
1−θ

]
(x)

et
F := lnSt−sf , G := lnSt−sg , K := θF + (1− θ)G

de sorte que ϕ(s) = Ss(e
K)(x).

Montrer que
ϕ′(s) = Ss

[
eK

(
|∇K|2 − θ|∇F |2 − (1− θ)|∇G|2

)]
(x) ≤ 0

2. En déduire (G).

3. En déduire (L).
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