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Département de Mathématiques Analyse-EDP

TD2 : LOIS DE CONSERVATION SCALAIRE

Exercice 1 (Rankine-Hugoniot). Soit f € C'(R,R) strictement convexe. On s’intéresse au
probléme :

(©)

Ou+ 0z (f(u)) = 0, (t,z) e R% xR,
u(0, z) u Lpco +ut w0, reR,

ouu~ >ut eR.

1. Soit A € R. Posons :

- ix <M
Vt > 0,Vz € R, U(t,z) = {“ e .
ut  six > M

Montrer que si U est solution faible de (), alors on a :
Mut —u™) = f(u™) — f(u™). (Rankine-Hugoniot)

2. En déduire une solution faible de ().

Exercice 2 (Non-unicité des solutions faibles). On considére I’équation de Burgers partant de

{atu+ax(“;) = 0, (tz)eR; xR, B
0

uw(0,z) = 0, azeR.
Pour @ > 0 on définit
Uy - (t, SC) S R+ X R— —2a]l{,at<x<0} + 2@]].{0§x<at}.

Montrer que pour chaque « > 0, u, est une solution faible non-triviale de (B{).

Exercice 3 (Burgers avec un choc). On considére I’équation de Burgers suivante :
By + 0, (“;) = 0, (t,2) €R® xR,
u(0,2) = wo(x), r eR.

munie de la condition initiale suivante :
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avec o > 0.
1. Décrire les caractéristiques pour I’équation de Burgers.

2. Déterminer 1'unique solution continue et C! par morceaux locale de (B). On pourra calculer
son temps mazimal d’existence T* en premier lieu.



3. Donner une solution faible globale qui prolonge la solution donnée ci-dessus.

Exercice 4 (Solutions faibles et limites de solutions classiques). On reconsidere le systeme (B).
Ici ug est la fonction donnée par :

wo(x) = -1 siz<0
O =11 siz>o.
1. Décrire les caractéristiques pour I’équation de Burgers.

2. Quel probleme remarque-t-on? A votre avis, y a-t-il unicité de la solution faible pour la
condition initiale ug ?

3. Montrer que u(t,z) = up(x) est une solution faible de (B).
4. Pour € > 0, déterminer la solution classique u* de 1’équation de Burgers avec la condition
initiale :
-1 sizx<—¢
si —e<zx<e
sixz > e.
5. Déterminer @ = lim__,g+ u®.
6. Est-ce que @ est une solution faible de (B)?

Exercice 5 (Onde de détente). Soit f € C'(R,R) strictement convexe. On s’intéresse au pro-
bléme :

{ Opu+ 0y (f(u)) = 0, (t,2) €RY xR, (D)

u(0,z) = 1z, r € R.

On va chercher une solution faible C!(R} x R, R) sous la forme u(z,t) = v(z/t).

1. Montrer qu’en dehors des points critiques de v, on a :
x
Fuft) =2 (1)

2. En déduire une solution de (D).



