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Département de Mathématiques L3 : Analyse-EDP

FEUILLE D’EXERCICE 5 : EQUATION DE LA CHALEUR

EXERCICE 1. On note ¢; le noyau de la chaleur, défini par :
1 =

d —
Vi >0,z € RY, gi(x) := (47rt)d/2e

Pour une donnée initiale f € CP(R?), on pose u(z,t) := (f x g)(x).

1. Montrer que u est de classe 2 sur R?x]0, +-00] et vérifie
Yt >0, z € R, Qu(x,t) = Au(x,t)

d’une part, et d’autre part
vz e RY z,t) — f(x
; u(w, )t 0 f(z)

2. Pour d = 1, montrer que pour p € [1,4o0], il existe une constante C' > 0 telle que pour toute
fonction f € L' NL® et t > 0

10su(t, Ve < CE 2| £ 1o

et
102, u(t, e < CtH £l o

EXERCICE 2 (Semi-groupe de la chaleur). Avec les notations précédentes, pour f € CY (RY) et

t > 0, on définit
R? - R
Stf :
z = (f*g)(z)

et on pose Spf = f.
Montrer que :

1. si f > 0 alors S;f > 0 pour tout ¢t > 0

2. pour s,t >0, Spys = Sp 0 Sy (propriété de semi-groupe).

EXERCICE 3 (Inégalité de concentration gaussienne). On garde toujours les notations précé-
dentes et on fixe f € C'(R?) telle que f et Vf soient bornées, précisément ||V f|ls < L pour une
constante L > 0.

1. On fixe t > 0 et z € R? et on définit
Pour 0 < s <t, ¢(s):=S5s <€St—sf> (z)
Montrer que
¢'(s) = Ss (IVF[?e") , 0 < s <t

ot F(z,s) := Si—sf(x).
En déduire que
St(ef)(:z:) < 65zf(:v)+L2t



2. On note 7 la mesure gaussienne standard sur R%. Montrer que
2
/ of dry < eJea P+
R4

3. Montrer qu’on a égalité si f(z) = a - x avec |a| =

4. Montrer que pour toute fonction f € C'(R?) 1-lipschitzienne, on a

2
2

Vr >0, 7{xeRd]f(x)2r+/ fd’y}ge_
Rd

EXERCICE 4 (Inégalité de Holder par la chaleur). On va montrer 'inégalité de Holder en
utilisant ’équation de la chaleur : pour 6 € [0, 1] et f, g mesurables positives :

0+ [ serartae< ([ swa) ([ @)
@ [ st s ([ rmnw) ([ owam)

On se place ici dans le cas f,g € C’,? N L' pour limiter les calculs.

1. Soit t > 0 et x € R? fixés, pour 0 < s < t on pose

6(s) = 5, [(S1-o)" (S1-9) "] (@)
et
— WS sf, G:=InS_sg, K = OF + (1 - 0)G
de sorte que ¢(s) = Ss(ef)(z).

Montrer que
¢'(s) = Ss [e" ([VK|]? = 0|VF]* = (1 - 0)|[VG[*)] (z) <0
2. En déduire (G).
3. En déduire (L).



