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TD6 : ESPACES DE SOBOLEV ET UN PEU D’ELLIPTIQUE

EXERCICE 1. Suites régularisantes
1. Construire une suite de fonctions (6,,),, vérifiant :
0, € C(R), supp(6n) CB(0,1/n), | 6, =1, 6,>0
R4
On notera dans la suite u,, := u * 6,, pour une fonction v donnée.

2. Soit u € CO(R?), montrer que u,, € C(R?) et que (u,) converge uniformément vers u sur tout
compact de R%.

3. Soit u € LP(R?) pour 1 < p < 400, montrer que u, € LP NC>®(R?) et que (u,) converge vers
u dans LP.

4. Soit u € CO(R?), montrer que EIE Jga ()0 (2)dr = u(0) (autrement dit, 6, — dp au sens
des distributions).

5. Soit u € CY(R?) uniformément continue, montrer que (u,) converge vers u uniformément sur
R,
EXERCICE 2. Etude de WP(0,1)

1. Caractérisation de WP

(a) Pour p > 1, on considére I'espace W1(0, 1) défini de la fagon suivante
1 1
uwe WHP(0,1) ssi we LP(0,1) et Jv € LP(0,1), Yo € C(]0,1]), / up = —/ V.
0 0

Justifier qu’étant donnée v € W1P(0,1), un tel v est unique dans LP(0,1), on notera
!/
v=n1

(b) Montrer que la norme

lullwir0,1) = llullLro,1) + 'l Lo (0,1)

munit W1P(0,1) d’une structure d’espace de Banach.

(c) Justifier que pour toute fonction u € wip (0,1), il existe un représentant continu u €
C9(]0,1]) vérifiant

i. u(z) =7u(x) p.p. z € (0,1),
ii. il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant pas de u telle que

v € [0,1] [u(z)] < eflullwrr,

iii. pour z,y € [0,1]



iv. si de plus p > 1 alors pour z,y € [0, 1]

1
[a(z) —u(y)| < ||| el -yl

ol q < 400 est 'exposant conjugué de p.
2. Caractérisation de Wol’p
(a) On note Wol’p(O, 1) = €(]0, 1[) ott 'adhérence est prise par rapport a la norme WhP.
On pose également Wy = {u € WP(0,1);u(0) = u(1) = 0} (u(0) et u(1) sont bien
deéfinis, puisque u est identifiée & son représentant continu). Montrer que, pour p # oo,
on a Wol’p((), 1) C W.
(b) Soit u € Wy et p # oo. Montrer qu'il existe ¢, € C°(]0, 1]) vérifiant fol on(z)dr = 0 tel
que lon ait ¢, — v’ dans LP(0,1). En déduire que Wol’p((), 1) = Wp.
3. Formule de Green et application

(a) Montrer que W?(0,1) = WyP(0,1) @ P;. En déduire que C>°([0,1]) est dense dans
W1P(0,1) (ot on note P; I'espace des fonctions affines).
(b) Soit u et v € Whi(a,b), montrer que uv € Wh(a,b), (uv) =u' v +uv' et que

b b
/ v (z) v(z) doe = u(b) v(b) — u(a) v(a) — / u(z) v (z) do

Si de plus u € W'P(a,b) et v € Wh4(a,b), 1 < p < q < +00, en déduire que uv €
WhP(a,b).
(¢c) Soit a <b < c. Pour u € LP(a, c), on note ug = uj = et uqg = uj, . Montrer que

ug € WHP(a,b),
u € WhP(a,c) <= ug € Wh(b, ¢),
ug(b) = uq(b)

EXERCICE 3. Inégalités de Poincaré, Poincaré-Wirtinger et de Deny-Lions

1. Montrer & I'aide du Théoréme d’Ascoli que I'injection H'(0,1) — C]0,1] est une application
compacte, ou H'(0,1) = W12(0,1).

2. On veut démontrer par 'absurde qu’il existe une constante C' > 0 telle que
1
Vue Hy(0,1),  [luflrz < Cllv/||r
(a) Veérifier que nier cette inégalité entraine I'existence d’une suite u,, de H(0,1) telle que

1
Vi eN" e =1, flugllee <

(b) Montrer qu’il existe une fonction u € L?(0,1) telle que |jul/;2 = 1 et telle que, aprés ex-
traction d'une sous-suite (renommée u,), on ait u, — u dans L?(0, 1) lorsque n — +oo.

(c) Montrer que u est une fonction constante appartenant a Hg (0,1) et établir une contra-
diction.



3. Pour une fonction u € H'(0,1), on note sa moyenne

u-/olu(x)dx

Montrer par ’absurde qu’il existe C' > 0 telle que
vu € HY(0,1), lu =2 < C|u']| 12

4. On note TI; la projection orthogonale, dans H'(0,1), sur I'espace P; des fonctions affines.
Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Yu € HQ(O, 1), |lu—yul| g < Clu”||12

EXERCICE 4. Une caractérisation équivalente
1. Soit 1 < p < +oc, © un ouvert de R, montrer que C°(2) est dense dans LP(£2).

2. Soit I un intervalle ouvert de R, u € LP(I) avec 1 < p < 4o00. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) we whr(I)
(ii) il existe une constante C' > 0 telle que

Vo e CH(I), < Cllell e

J
1

(iii) il existe une constante C' > 0 telle que pour tout intervalle ouvert w CC I et h € R tel
que |h| < d(w,I¢) on a

[ Thu — ul|Lry < Clh|
De plus, on peut choisir C' = [|u/|| (1)

EXERCICE 5 (Formule de la moyenne).

Soit © un ouvert de R%. Soit u € C%(Q) N C°() harmonique (i.e. Au = 0). Pour € Q et r tel
que B(z,r) C Q, on définit

1
<ﬂaBoar»§éB@mf“$d““)

ol o est la mesure de Lebesgue sur la sphére.

m(x,r) =

1. Montrer que m(z,7) = u(x). On dit que u vérifie la formule de la moyenne. A quoi cette
formule vous fait-elle penser si d =27

Indication : On pourra définir pour r suffisamment petit ¢(r) = m(x,r) et montrer que ¢
est dérivable de dérivée nulle.

2. Montrer qu’on a une formule analogue pour

1
M“”ﬁzxgmumyé@@“@”“w'

oll A est la mesure de Lebesgue sur R?.



3. Comment se comporte u par rapport & sa moyenne si on a juste Au > 07

4. Montrer que la réciproque est vraie, c’est-a-dire que si u € C?(Q) N C°(Q) vérifie la propriété
de la moyenne, alors u est harmonique.

EXERCICE 6 (Principe du maximum fort).
On suppose € connexe. Soit u € C2(Q) N CY(Q) harmonique et bornée.

1. Montrer que si u atteint son maximum en un point intérieur a €2, alors u est constante. En
déduire que w atteint son maximum au bord de € si €2 est borné.

2. En déduire qu’il y a unicité au probléme (avec Q2 borné) :

_ —Au = Q
Trouver u € C?(Q) N C°(Q) tel que u=fou
u = g sur Jf).

EXERCICE 7 (Régularité des fonctions harmoniques).

1. Montrer que si u € C%(Q) vérifie la propriété de la moyenne, alors u est de classe C*°.
Indication : On pourra utiliser une régularisation de I'unité p. avec ¢ suffisamment petit.

2. Montrer qu’on a en sus pour tout k € N, z € Q et r > 0 tel que B(x,r) C Q :

o C
[D%u(z)| < el B

avec C' ne dépendant que de k et de la dimension et |a| = k. (on peut en fait montrer que u
est analytique).

3. En déduire le théoréme de Liouville : si u est harmonique sur R"™ et bornée alors u est constante.

EXERCICE 8 (Harnack).
Soit  un ouvert de R?. Démontrer que pour tout w CC € connexe (w relativement compact),
il existe une constante C,, > 0 telle que pour tout u fonction harmonique et positive sur €2,

supu < Cy, inf u.
w w

EXERCICE 9 (Solution fondamentale du laplacien sur R?).
Soit T': R* — R :
In i 0
- { (el a0
0 sinon.
1. Montrer que pour z # 0, AT (z) = 0.
2. Soient € > 0 et p € C°(R?). Exprimer

A, = T(x)Ap(x
/” (1) Ap(x)

en fonction d’une intégrale sur le contour S(0,¢) (P.S. merci de faire un dessin).
3. Que vaut lim._,g A7
4. Soit f € C%(R?). En déduire qu'une solution de Au = f est donnée par f 7.



