On note C(r,R) :={z € C | r < |z| < R}.
Théoréme 0.0.1 :

Si C(r1, R1) et C(rq, R2) sont biholomorphes, alors il existe A > 0 tel que ro = Ary et Ro = AR;.

Quitte a dilater (ce sont des biholomorphismes), on peut supposer r; = ro = 1.
Soit f : Cy := C(1,Ry) — Cy := C(1, Ry) un biholomorphisme. Montrons que f est de la forme z — CzF108(F2)/log(F1)
Posons o = log(R2)/log(R1) et

Vz e O, u(z) =log|f(2)] — alog|z| = %[log(f(z)f(z)) — alog(2z)]

Alors u est harmonique :

Au = 400u
s {3(ff)_aa(zf)}
ff 2z
= 20 {aff—aﬂzo

On cherche maintenant & étendre u sur 9C1.

f est un biholomorphisme donc f est propre : si (z,)neny € CY tend vers un certain z € 9C, alors toute valeur
d’adhérence de (f(2n))nen est dans 9Cs.

Soit K := S(0,v/Ry) C Cy. Comme f~! est continue, f~1(K) C C; est compact. Donc il existe ¢ > 0 tel que
f7YK) C C(1+¢, Ry —¢). En particulier, C(1,1+¢)N f~1(K) =0 et C(1,1+€) est connexe. Donc f(C(1,1+¢))
est contenu dans C(1,1/Rz) ou dans C(v/Ra, R2).

Supposons f(C(1,1+¢€)) C C(1,VR2).

Si (2n)nen € CY converge vers un certain z de module 1, alors z, € C(1,1 + €) a partir d’un certain rang. Donc
f(zn) € C(1,\/Ry), et par ce qui précede, |f(z,)] — 1. De méme, si |z| = Ry, alors |f(zy)] — Rs. On
obtient que u(z) ————

d(z,0C1)—0

On a linverse dans le cas ou f(C(1,1+¢€)) C C(v/Rz2, Rz). En changeant f en Ry/f dans la définition de u, on

retrouve u(z) ———
d(2,0C1)—=0

Finalement, on peut prolonger u par continuité sur C1.

On peut donc appliquer le principe du maximum, pour obtenir que u atteint ses extrema sur dC1. Or ujgc, =0
donc u=0et f ou Ry/f vaut z — 2.
En particulier, du = 0 donc fT = +%. En intégrant sur K, on obtient

1 =indy)(0) = aindk (0) =

En effet, indx (0) = 1 pour la paramétrisation 7 : ¢t € [0,1] = /Roe?*™ de méme 1 = ind ¢k (0) pour la paramé-
trisation f o~y (f est injective). Donc o = 1 et R; = Ro.
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