Théoréme 0.0.1 :

Soit ug € C*([0, 27]; C) périodique. On considére I’équation de Schrodinger :

i0u = 02,u sur Ry x [0,27]
Upp—o = uo  sur [0,27]

Alors (1) posséde une unique solution u dans C*°(R% x (0,2m); C). De plus,
— vVt > 07 ||u(t7')||L2(0,27r) = HUOHL2(O,2W)
— VkeN, u(2knm,.) =up
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Pour 'existence et l'unicité d’une solution, on procéde par analyse-synthése.
Analyse :
Supposons qu'il existe v € C*(R% x [0,27];C) solution de (1). On peut développer u en série de fourier dans

L2(0,27) : u(t,x) = oo cn(t)e™™® | avec convergence uniforme. On remarque que les ¢, sont C*. En effet, pour

n=-—oo
tout k € N, 3tk u est C* et donc intégrable en espace sur [0, 27]. On peut donc appliquer le théoréme de dérivation
sous lintégrale dans ¢, (t) = (27) 7! [u(t,z)e""*dz.

On peut ainsi en déduire les développement en série de Fourier des dérivées de u : dyu(t, x) = 372 _icl (t)ei™® et
Pout,r) = — S nZe,(t)ei.
L’équation (1) donne alors la relation ic/,(t) = —n2cy (1), i.e. cn(t) = €™ tc, (0) (IPP pour ces coeff).
On a donc
—+oo
u(t7x) — Z Cn(o)em(a:-‘rnt)
n=-—o0o

En particulier, on peut dominer chaque coefficient (a constante pres) par ¢, (0). On a )" [c,(0)| < 400 (cn(ug) <
(1/n)2 + ¢ (up)? qui est sommable car uj € L?). Donc comme chaque (z,t) + ¢, (0)e™ ™) est O u est C°.

Synthése :
On vient de voir que u : (¢,z) — Zn,_oo 1 (0)e™ (@1t est G, On peut dériver :

V(t,x) € RY x [0,27],  Quu(t,x) =Y in’c,(0)e™ ) = —id? u(t, x)
neZ

Avec u(0,2) = Y, o7 ¢n(0)e™* = ug(x). Donc u est bien solution de (1).

On vérifie maintenant les derniers points :

2m 27
1
vt >0, —/ u(t,z)|*dr = g len(B)]” = g len (0)? = %/0 |uo(z)|*dz par Plancherel

nez neZ

Vo €[0,2n], Vk e N w(2km, z) Zc Yein(@t2hnm) ch e = ug(z)
kEZ keZ
l|u(t,.) = uol| Lo (0,27) < Z e, (0) (1 - ei”%) | — 0  par convergence dominée

t—0
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