Théoréme 0.0.1 :

Soient a < b € R, I = (a,b), ¢ € C*(I;R), f € C°(I;C tels que
— Vt >0,

b
/ @) f(2)|dr < 400
— 1l existe un unique zq € T tel que ¢'(xg) =0

— g est un maximum absolu strict sur I, ¢"(x0) < 0 et f(xg) #0
On pose Vt € I, F(t) = f: et®@) f(z) dx. Alors
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On considére le développement de Taylor de ¢ en g : il existe v € CO(I;R) N C%(I \ {xo};R) telle que

1
Vo e I, 6(z) = olao) + (z — w0)(x) et (zo) = 56" (x0)
Pour ¢ > 0 assez petit, on a Js := (xg — d,x0+0) C I et ¢ < 0 sur Js. On pose Vz € Js, u(z) = (x — xo)/—9¥(x).

Lemme 0.0.2 :

u € C?(I\ {z0};R) et se prolonge de maniére C! en zq de sorte que u'(z¢) = /—¢" (x9)/2 > 0.

Démonstration. Pour x # o, on a 1h(z) = LL=2E0) qe sorte que (z — xo)y' (z) = LE=8@) _ 9 (5.

(x—m0)? x—x0

Ainsi, (x — x0)9)' () —— 0 et donc si z € Js5 \ {zo},
T—xTo

"/)/(x) —1 7
V@ e V2

(@) = V=) = (2 = w0)

O

Quitte & réduire J, on peut supposer que u’ # 0 sur Js. Prenons 6 € D(Js) telle que 0 < 0 < 1 et § = 1 sur J;/5.
Alors

b b
Pt) = / D) f(z) da + / €9 (1 — 0(2)) f(z) dw =: Fi(t) + Fa(t)

a

Fi(t) ~t— 400 \/ %GW(IO)JC@O)

Lemme 0.0.3 :



Démonstration. Comme supp(f) C I, le changement de variable z = u(z) est possible et, en notant g = u~!,

x = g(2) avee g(0) = o et ¢'(0) = (=¢"(20)/2) /2 On pose h(z) = 6(g(2))f(9(2))g(2), de sorte que Fi(t) =
et®(@o) [0 e 2" h(z) dz.
On effectue le changement de variable y = v/tz, de sorte que

etq&(am) —y? Y
R = [ e n ) ay

Ou peut dominer Vy € R, |e’yzh(%)| < ||h||soe™¥" € L'(R). Par convergence dominé, on obtient le résultat. [

Lemme 0.0.4 :

Il existe M, > 0 tel que
| Fa(t)]e " 9(0) < Me~tr

Démonstration. Sur supp(1 —6), |z — xo| > /2. Comme ¢’ s’annule uniquement en xy et xg est le seul maximum,
¢ (x) >0six<xzget ¢ <O0siz >z Ainsi, il existe u > 0 tel que ¢(z) < @(z9) — p (on peut prendre p = [ |¢']).
Sit>1,tp(x) =(z)+ (t —1)o(z) < ¢(x) + (t — 1)p(mo) — (t — 1), de sorte que

Fa(pe 90 < e 000 [ 0 (0)]
R
O

Donc t +— e~t%(#0) [} () est & décroissance exponentielle, et donc négligeable par rapport a t s e~ ?(0) Fy (¢).
D’ou le résultat.

Application :
OnaVt>0, D(t+1) = [F® @ 2dy = et ) [F° tnW)=v)dy (changement de variable x = ty). Alors
— V>0, [t gy < oo

— o(y)=hny) -y, ¢y =1/y-1=0ey=1
— f=1001)=-1,¢"(1)=—-1

Le théoréme donne



