Théoréme 0.0.1 :

Soit G un groupe d’ordre n € N*. B
La table de caractéres de G est & valeurs entiéres si et seulement si pour tout k € (Z/nZ)* et tout g € G, g~
et g sont dans la méme classe de conjugaison.

On fait agir (Z/nZ)* ~ G par k-g = g*. On note P, C [1,n] I'ensemble des entiers premiers avec n et ®,, le
polynome cyclotomique d’ordre n.

Lemme 0.0.2 :

Si w € C est une racine primitive n-iéme de 1'unité, alors pour tout k € P,, il existe un unique ¢ € Aut(Q[w])
tel que (i (w) = w¥ et ¢ fixe Q.

Démonstration. Existence :

Comme P, est irréductible et que @,,(w) = 0, le morphisme d’évaluation en w induit un isomorphisme Q[X]/(®,,) —
Qw] ~ Q(w) (car w est algébrique sur Q). De méme en changeant w par w* et on obtient que Q[w*] ~ Q[w]. On
note (j cet isomorphisme. Comme Q[w*] C Q[w], on a l'existence.

Unicité :

w engendre Q[w]. O

Lemme 0.0.3 :

Si a € Z[w], alors
(VE e Py, (pla) =a) ©acZ

Démonstration. < : Ok.

= : On décompose o dans la base (wk)ogkgpn‘ o= Zfz(z)_l a;w’, a; € Z. Les conditions (;(a) = « s’écrivent
Va = a(l,...,1) ot V = (wY)iep, 0<j<d(n) €t @ = (ai,...ag(n)—1). On note que si e; = (1,0,...,0) alors Ve; =
(1,...,1) et donc Va = aVe;. Comme V est une matrice de Vandermonde et que les w” sont deux & deux distincts
pour k € P,, V est inversible et a = ae;. D’ott o € Z. O

Supposons que pour tout k € (Z/nZ)* et tout g € G, g* et g sont dans la méme classe de conjugaison.
On fait maintenant agir (Z/nZ)* sur I’ensemble des fonctions centrales par k- f : g — f(g*).
Ainsi, pour tout caractére x de G et tout k € (Z/nZ)*, k-x = (x o x. En effet, si g € G et p est une représentation
de caractére x, x(g) est la somme des valeurs propres de p(g), qui sont de racines n-iémes \; de l'unité (p(g)™ = id),
donc x(g) € Z[w]. De plus x(g*) est la somme des \¥. Donc x(g*) = ¢i(x(9))-
Ainsi, comme x est invariante par (Z/nZ)* (par hypothése), on obtient pour tout k € P,, {x o x = x. Le lemme 2
donne alors que x est a valeurs entiéres.

Application : la table de S,, est & valeurs entiéres (pour tout n > 1)
Soit k € P, et 0 € S,,. On cherche & montrer que ¢* et ¢ sont conjugués. Par décomposition en cycles & supports
disjoints, on peut supposer que o est un m-cycle, m < n.
Comme tous les m-cycles sont conjugés et que o est un m-cycle, on a le résultat.



