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Résumé

On rassemble dans ces notes de cours l'essentiel de ce qu’il faut savoir des distri-
butions dans le cadre de l'agrégation. Une partie d’introduction est dédiée a I’étude
des intégrales & parameétres ou on rappelle les théorémes fondamentaux de régularité
ainsi que les deux méthodes populaires d’analyse asymptotique que sont la méthode
de Laplace et celle de la phase stationnaire. Concernant les distributions, I'accent est
mis sur l'espace de Schwartz et les distributions tempérées pour leur comportement
vis-a-vis de la transformée de Fourier. On s’attarde également sur les théorémes de
Paley-Wiener qui éclairent un peu plus le fait général : localisation en espace = ré-
gularité en fréquence. On termine enfin sur la construction des espaces de Sobolev et
une bréve application a ’étude d’EDP classiques.
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1 — Intégrales & paramétres

On s’intéresse dans cette section au comportement de fonctions données comme
une intégrale dépendant d’'un paramétre

Ft) = /X £t 7) da
Exemples 1.
I(t) = /+0<> e xttdr
0
()=
n>1
i) = [ fwerida

“+o0
Lflp) = /0 e P f(z) dx

On rappelle les théorémes fondamentaux de régularité puis on s’intéresse 4 2 méthodes
d’analyse asymptotique pour des cas particuliers d’intégrande.



1.1 — Régularité sous l’intégrale

On fixe dans cette partie un espace mesuré (X, F, u). On a le théoréme fondamental
suivant :

Théoréme 2 (Convergence dominée). Soient f: X — C et f,, : X — C des fonctions
mesurables telles que :
—ppreX, fule) = f(z)

— Jge LYX), VneN, pp. xz e X, |fu(z)] < g(z)
alors f € LY(X) et

| @) = [ 5@ dua)

Dont on déduit les théorémes de régularité.

Théoréme 3 (Continuité sous l'intégrale). Soient I un intervalle ouvert de R et f :
I x X — C. On suppose que

— pp.x € X, f(,x) est continue

— Vtel, f(t,-) est mesurable

— 3geLl!(X), Vtel, pp.zeX, |f(t,z) <g(x)

alors F:t € I — [ f(t,x)du(x) est bien définie sur I et est continue.

Théoréme 4 (Dérivabilité sous lintégrale). Soient I un intervalle ouvert de R et f :
I x X — C. On suppose que

— pp.x € X, f(,x) est dérivable sur I

— Vtel, f(t,-) est intégrable

— Vtel, Ocf(t,-) est mesurable

— Jge LX), vtel, pp.xeX, [0:f(tx) < g(x)

alors F:t € I [y f(t,x)du(z) est bien définie sur I et est dérivable de dérivée

széammww

Théoréme 5 (C* sous lintégrale). Soient I un intervalle ouvert de R, k € N* et
f:IxX — C. On suppose que

— pp.x€X, f(-,z) est CF sur [

—YO<j<k,Vtel, 0/f(t,-) est intégrable

— Vtel, OFf(t,-) est mesurable

— Jge LX), Vtel, pp.xc X, |0Ff(t,x) <g(z)

alors F:t € I — [y f(t,x)du(x) est bien définie sur I et est C* de dérivées succes-
sives

FUO(t) :/ Al f(t,x) du(z) pour 0 < j <k
b'e

Remarque:

— on adapte sans problémes les théoréemes précédents au cas ot ’espace d’arrivée est
un espace vectoriel normé de dimension finie. Idem en remplagant I par un ouvert
d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

— pour la dérivation et le caractére C* notez qu’on a besoin de la domination uni-
quement sur [’ordre le plus élevé.

Dans le cas d’une fonction de la variable complexe, on a également un théoréme

d’holomorphie.

Théoréme 6 (Holomorphie sous l'intégrale). Soient U un ouvert de C, et f : Ux X —
C. On suppose que

— pp.x € X, f(-,x) est holomorphe sur U

— VzeU, f(z-) est mesurable
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— Jge LY (X),VzeU, pp.xeX, |f(z1) <glx)
alors F: z € U [ f(z,2)dp(z) est bien définie sur U et est holomorphe avec

F(z) = /X 8. (2 ) dp(z)

Remarque: Contrairement aux théorémes de dérivation réels, on a uniquement be-
soin d’une domination sur f pour conclure a l’holomorphie !

Exemples 7. En reprenant les exemples précédent :
— e C®(R%) et

+o0o
VE e N, T®) (1) :/ (Inz)*zt~te™ da
0

— (e C®((1,400)) et

(=1)*(nn)*

nS

VEeN, ¢(W(s)=>"

n>2

— pour f € LY(R?) et a € N? tels que x*f € L*(R?) on a

OFSQ) = [ (i) e e
Rd

— T se prolonge en une fonction holomorphe sur {Re(z) > 0}

— ( se prolonge en une fonction holomorphe sur {Re(z) > 1}

Il est parfois délicat d’obtenir une domination uniforme en le paramétre sur tout
Pespace ot il évolue. Notez que les propriétés de dérivation/holomorphie sur un ouvert
sont équivalentes & I’étre sur tout compact inclu dans cet ouvert, ce qui en pratique
simplifie grandement la recherche d’un chapeau intégrateur. On illustre ce fait par un
exemple bien connu.

Proposition 8. Soit f € L*(R) a support compact, alors Ff se prolonge en une fonc-
tion holomorphe sur C.

Démonstration: Posons g: (z,2) € C x R — f(2)e "%, on montre que

G:z»—)/g(z,m)dx
R

est holomorphe sur C. Comme G et F coincident sur R, on aura le résultat par
prolongement analytique.

Soient a > 0 tel que supp(f) C (—a,a) et fixons R > 0, alors

— Vz € B(0,R), g(z,-) est mesurable

— pp.x €R, g(-,z) est holomorphe

— pour z € B(0,R) et p.p.x € Ron a

l9(z,2)| = [f(z)e™|

La derniére majoration étant uniforme en z € B(0, R), l'intégrabilité de f assure que
G est bien une fonction holomorphe sur B(0, R).
R > 0 étant arbitraire, G ainsi définie est holomorphe sur C.
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1.2 — Méthode de Laplace

On s’intéresse dans cette section au comportement quand ¢ — +oo de fonctions de

la forme .
/ e @) f () da

Si ¢ admet un unique minimum en xy € (a,b), seule la contribution de p(zg) va
compter quand ¢ — 4o00. En effet, de fagon heuristique, comme

e @)« em(@0)  pour z £ zg
t——+o0

et en développant ¢ au voisinage de z(
1
p(x) = @(20) + ' (20) (x = w0) + 59" (w0) (@ = w0)* + 0((w — w0)*)
1
~ (o) + 5" (z0)(x — )

ot ¢"(xg) > 0 car p(xp) est un minimum. On a alors

b b
/ e f(a) da ~ e f () / e3¢ (m0)em0)” gy
W’”(TO) b IO)

- 2
to( o)f(,]jo) t(p/' - e Y dy

fkﬁ”(mo) (a xo)

~ _tSD(xU)
‘ f(@o) t@"(l’o)

On rend précise 'heuristique précédente avec le théoréme suivant.

Théoréme 9 (Méthode de Laplace). Soient a < b < 40, ¢ € C?*([a,b),R) et f :
(a,b) = R. On suppose que f est continue en a et qu’il existe tg € R tel que

x> e 0P f(2)  est intégrable sur (a,b)
On suppose de plus que
¢©'(a) =0, ¢'(z) >0 pour z >a, ¢"(a) >0et f(a) #0
Alors on a léquivalent suivant quand t — 400

™

b
—to(z) —tp(a)
/{; € f(aj) dm t—>_-‘r>00 € f(a’) 2t§0”(a)

Démonstration: Dans un premier temps, on s’assure que Iintégrale fait sens pour
t assez grand. En effet, si t > ¢y on a

e ()| = 0P 000 ()] < et t00) | ()

ou le terme de droite est intégrable par hypothése.
On traite ensuite un cas particulier : a = 0 et p(z) =z
La continuité de f en 0 assure que

Yo >0, 3M >0, |f(z)| <M

Fixons alors un tel § > 0 assez petit, on a

b s b
/0 e_t””2f(:1:) dx :/0 e_t””2f(:1:) dx—i—/é e_me(;v) dx
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Pour la premiére intégrale, le changement de variable y = v/t donne

/(;S e f(x) f/ﬁs e f(ty) dy

L’hypothése en 0 sur f assure que, par convergence dominée, 'intégrale de droite

converge vers
+o0 R
50) [ e ay = 500)
0

Pour la deuxiéme intégrale, une majoration grossiére donne

b 2 2 b 2 1
—tx dr| < = (t—t0)d / —tow dx = 50 ()
/5 e~ fx)dx| <e : e |f(z)]dx = 0p— 1 i

et on obtient bien

™

b
/0 ) de |~ fO) 2

Pour le cas général, les hypothéses sur ¢ assurent que ¢ est un C' difféomorphisme
croissant de (a,b) sur (¢(a), p(b)). Posons le changement de variable y = ¥ (x) ou

Notons qu’on a

etenxr =a

¢'(a) + ¢"(a)(z — a) + o((z — a))

e 2\/¢/(@)(z — a) + Lz — 0)? + o((z — 0)2)
_ ¢"@)@—a)+o((z —a))
2/ — a2+ o(z — 0)?)
¢"(a)
z—a 2

de sorte que 1 est également un C* difféo croissant de (a,b) et que 1’ se prolonge par
continuité en a. On a donc par changement de variable

b @(b)—p(a) ) 2y d
e*t“”(m)f . dx:/ ety +<p(a))f <p71 y2—|—<,0 a yay
/a (@) 0 e (@) @' (e~ (y? + »(a))
O—e@ d
= 26_“"(“)/ eV flo Ny + ¢(a yay
0 S (@) @' (e~ (y? + ¢(a))

En posant g(y) := f(o 1 (y? + o(a)) m on est ramené au cas précédent
et on a alors

COREOI pe
/O e gy, = 90/

ou g(0) = % = \/% de sorte que finalement

™

b
—tp(z) —tp(a) -
[ e s@ar, o s@et, i

O
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Remarque: La démonstration s’adapte de fagon identique au cas ot ¢ atteint son
maximum en b.

On passe facilement du cas ot le minimum est atteint o Uintérieur de lintervalle
au cas ci-dessus avec la relation de Chasles, on récupére alors exactement la formule
donnée par Uheuristique plus haut.

On donne une application directe de cette asymptotique dans le cadre de la fonction
T.

Proposition 10 (Formule de Stirling).

Pt+1), o Vorttte™!
—4o0

Démonstration: T est bien définie sur R par

+oo
L(t) = / e Tt dr
0
on cherche un équivalent de T'(t 4+ 1) en +oco. En posant © = t(u+ 1) on a
+oo
it+1)= / e "zt dx
0
+oo
- t/ =10+ (44 + 1)) du

-1

0 +oo
_ tt+1/ 6—t(u+1)(u + 1)t du +tt+1/ eft(qul)(u + 1)t du
—1 0

En posant ¢(u) = u + 1 — In(u+ 1), ¢ satisfait bien les hypothéses du théoréme
précédent de sorte que

0 T
/ et (4 1) du — —e !

1 t—+oo \ 2
et
e —t(u+1) t L
e (u+1)du — —e
0 t—+oo | 2¢

de sorte que finalement
L(t+1) — Vorttle™
t——+o0

1.3 — Méthode de la phase stationnaire

La section précédente permet d’estimer des intégrales dont l'intégrande n’est si-
gnificative qu’en un seul point. On s’intéresse ici au cas d’une exponentielle complexe
et donc d’une intégrande fortement oscillante. C’est a dire

b
/ eit“"(z)f(z) dx

En menant une heuristique similaire, on identifie que seules les contributions ou la
phase p(z) est stationnaires comptent dans l'intégrale, grossiérement la partie de l'in-
tégrale ou la phase "tourne le moins vite". On commence par deux lemmes.

Lemme 11 (Phase non stationnaire). Soient a < b, o € C*([a,b],R) telle que ¢' # 0
sur [a,b] et f € C'([a,b],R). Alors

b
foeanoneao ()
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Une intégration par parties donne

Démonstration :
b
eittp(w) (g f(.’E) dr

/a " giteo(@) flo)de = /
f() ]b 1 /ab fite(@) (g/)/(x) da

it

_ [1eiw<z>

it ¢’ (x)
par hypothése sur f et ¢, la derniére intégrale est bornée uniformément en ¢ et on
O

obtient la majoration.

Remarque: Si de plus f s’annule aux bords et est plus régulicre, on peut itérer la
démonstration précédente et obtenir une majoration en tiN pour tout N € N.

Lemme 12 (Intégrale de Fresnel).
“+oo s o
e dy = /retit

/.

On traite le cas 4, ’autre cas s’obtient de fagon analogue.

Démonstration :
Soit R > 0 et « le contour d;éﬁni sur la
figure. La fonction z — e~ * est holo-
morphe sur C, on a donc
/

2
O:/efz dz
ol
i N2 s
1) dx )

R, 0 -
:/ e ” dx—|—/ e~ (zee )
0 -R

™

r —i .
+/ e~ (B (_iRe ™) df
0

oI

La premiére intégrale est 'intégrale de Gauss
R R +oo
/ et de —
0 R—+o00 J
La deuxiéme est celle qui nous intéresse (& un facteur pres)
0
.2

0 .
/ e_(_”_lz)z(—eﬂ%)dm:e_i%/ e dx
-R -R

Concernant la derniére intégrale, on a
< ‘/Z €_R2 cos(2«9)Rd€
0

_ 2
e ¥ dx =

/4 e_(Refw)z(—iRe_w) do

i | _pe 1
/ (R? cos (20))z e eos (20— g
0 cos (26)

0

<

Comme X — X% X est bornée uniformément en X € R, pour tout a@ > 0 et
est intégrable sur (0, 7), le second membre tend vers 0 quand R — +o00

9 — 1
y/cos (20)

par convergence dominée. On a alors

R

: T ix

lim e dy = VT 'a

R—+oc /g 2

o4 . 2

et on conclut par parité de x — e'*
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O
On a alors tous les outils en mains pour montrer le théoréme suivant.

Théoréme 13 (Méthode de la phase stationnaire). Soienta < b et f, o € C°°([a, b],R).
On suppose que ' s’annule en un unique xo € (a,b), alors

b
, ) ) " . 2 1
ity (x) doe = itp(zo) pisgn(ep(z0))F [ 27 (@) —
/a e f(z)dx = f(xo)e e 1 1o (wo)] + Ot— oo (t>

Démonstration: Soit § > 0 suffisamment petit, on a par le lemme de la phase non

stationnaire
b ] zo+0 ] zo—0 ] b ]
/ e”“"(z)f(x) dr = / e”“"(m)f(a:) dx + / em’”(‘r)f(x) dx + / e“‘p(x)f(ac) dx
a xo—0 a zo+0
zo+0 ] 1
_ / ezttp(m)f(m) dz + Ot o0 ()
ro—0 i

Comme ¢ est de classe C? avec ¢/ (zo) = 0, il existe une fonction p de classe C* telle
que p(z) = 0 quand & — zq et

pla) = plwo) + 3¢ (o) (& — 20)*(1 + p(z)

On pose alors le changement de variable y = 1(z) ou

w(@) = /N o ) T

|<)0H(2x0)| (x _ -TO)

RN i

de sorte que, si § est assez petit, 1) défini bien un C* diffeomorphisme de (2o —J, o +9)
sur un intervalle (A, B) contenant 0. On a alors

et

T to@) B ol ) pry—1 1
ez = e y - -
[ e [ ) ‘w w(y»’ dy

On pose comme précédemment
— -1 1

Notons qu’on a g(0) = f(zg) m. En utilisant le développement de ¢ autour de

o ci-dessus on obtient

zo+0 ) B ) .
/ ¢it2(®) f(2) dy = / ¢it2 (87 W) () dy

0—0 A

B
— gite(w0) / ity sz (e 20)) g (1)) dy
A
g étant de classe C°, il existe une fonction h de classe C'™° telle que

9(y) = 9(0) + yh(y) pour tout y € [A, B]
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On a alors
B .2 B .2 B 2
/ et g(y) dy = g(0) / e dy + / ye " h(y) dy
A A A
En posant u = v/ty, la premiére intégrale devient une intégrale de Fresnel
B ViB
/ e:l:ityz dy — i e:i:iuz du
A Vit Jyia
~ i /+Oo eiiuz du
t=400 v/t J_oo

1 +iZ
tﬁ?oo %\/7?6 !

Pour la deuxiéme intégrale, on ne peut pas utiliser le lemme de la phase non station-
naire car 0 € [A, B]. Cependant, un calcul similaire donne

B
j:ityzh dy = iity2h
/A ye (y) dy { ot (y)

1
= Ot—>+oo (t)

ol on a utilisé le fait que A’ est bornée sur [A, B].
En rassemblant tous les morceaux, on a alors obtenu

B

4 E2it

B e
[
A

b
X . . " s 2T 1
it0(@) f () dop — ito(zo) yisan(e” (zo)E [__ 2T 5 1
L e f(:E) £ f(‘TO)e € 4 t“ﬁ/l(mo” + Otst0o (t)

O

Les résultats s’adaptent facilement en dimension plus grande. On a toujours la phase
instationnaire

Lemme 14. Soient ¢, f € C®(R%R), f a support compact. On suppose que Vi ne
s’annule pas sur le support de f. Alors pour tout N € N*

, 1
/]Rd O f(z) dr = Oy oo (tf\’)

et la phase stationnaire

Théoréme 15. Soient ¢, f € C®(RR), f a support compact. On suppose que Vi
s’annule en un unique point xo sur le support de f et que

det(V2p(z0)) # 0

alors

. % ite(xo) . 5 -
[ e o) o = (%) — ¢ (4T fag) 4 Oy (1“)
Rd t |det (V2 ()| t2

Application : équation des ondes

Soient ¢,e > 0, p,v € C*°(R'R) avec v a support compact, on considére I’équation
des ondes sur R x R avec donnée initiale oscillante

Clzafu = 0%u (1)

Ut—g = Ug et Dpus—g = 0
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ol ug(z) = e ¢@y(z). On s'intéresse au comportement de la solution quand ¢ tend
vers 0.
Notons tout d’abord que le probléme de Cauchy ci-dessus est bien posé. En effet, v
étant & support compact, on obteint en prenant la transformée de Fourier en z 'TEDO
suivant

1

—ota = —&*

c2 t 5

ﬁt:() = UAO et 8,57)75:0 =0
dont 'unique solution est donnée par

a(t, §) = cos (c§t) uo(§)

Comme wu est lisse a support compact (donc en particulier Schwartz), on a en prenant
la transformée de Fourier inverse (cf & ce sujet la section 3)

u(t,z) = % /R e’ cos (c&t) o (€) de

On s’assure par analyse-synthése que c’est bien 'unique solution du probléme 1. On
s’intéresse maintenant au comportement en € de u(t, z), pour ga on cherche a écrire u
comme une intégrale oscillante rentrant dans le cadre de la phase stationnaire. Pour
simplifier les choses et coller a ce qu’il se passerait en plus grande dimension, on
suppose qu’on travaille avec une phase planaire ¢(z) = Az ot A > 0. En écrivant le
cos sous forme exponentielle, on sépare la solution en deux

1 . bt
ug(t,x) = %/Rez‘fzeiwgtuo(&) d¢

puis en explicitant la transformée de Fourier de wug

U [ ew sioei—
we(too) = 5 [ T de
— 1 eii(r*y)iiCEteis’lw(y)v(y) dy d¢
4 R2
= L[ i e o))y () dy de
4re R2

A (z,t) fixés, on identifie alors la phase

V(€ y) =&@Ect—y)+ey)

et ses dérivées

rtct—y 9 0 -1 )
VU, (&,y) = VAV ,Y) =
i(f y) (cp’(y) . f) i(f y) <_1 QPH(ZJ)
Les points stationnaires de Uy sont donc les couples (&, yo) tels que

(60,50) = (¢'(v0)), @ £ ct)
pour lesquels on a

Ui(o,o) =pletet) et VPWy(6o,y0) = (_01 @//(;i ct)>

En injectant 'expression de ¢, on obteint que ¥ admet un unique point stationnaire
(€0,90) = (A, x = ct). L’asymptotique de la phase stationnaire donne alors

1 N
us(to) = - [ eIy ay e

_ %eiafl)\(zict)v(m + Ct) + OE%O (5)

On voit alors qu’en premiére approximation, quand € — 0, I’équation 1 transporte la
donnée initiale d’une part le long des caractéristiques x + ct, et d’autre part que ce
transport a lieu a vitesse finie c.
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2 — Fonctions lisses et distributions

On commence par quelques rappels basiques sur les fonctions lisses, objet central
de la théorie des distributions et plus généralement en analyse. Tout au long de ces
notes, d désignera un entier naturel non nul,  un ouvert de R?, ¢ une fonction test
sur Q et o, 3, -+ des multi-indices génériques de N¢.

2.1 — Rappels sur les fonctions lisses
Topologie définie par une famille de semi-normes

Définition 16. Etant donné un K-espace vectoriel E on appelle semi-norme toute
application p : E — RT qui vérifie

(homogénéité) : YA € K,u € E, p(Au) = |A|p(u)

(inégalité triangulaire) : Vu,v € E, p(u+v) < p(u) + p(v)

En fait, une semi-norme ne difféere d’'une norme que par I'absence de la propriété
de séparation. On peut combler cette lacune en considérant plutdét une famille de
semi-normes (p;);cr & laquelle on demandera d’étre séparante :

Viel, pi(uy=0=>u=0

Etant donnée une telle famille (p;);c; sur un espace vectoriel F, on peut définir sur F
une topolgie. Dans le cas ou I est dénombrable, on peut méme définir une métrique
pour cette topologie de la fagon suivante :

I
14 p; u—v)

€N

Remarque : Ici on a pris I = N par souci de clareté (mais I étant dénombrable,
toute injection de I dans N conviendrait). Plusieurs définitions (toutes équivalentes)
de la distance sont possibles suivant les usages. On peut par exemple remplacer la
somme par un supremum sur I ou le quotient par min(1, p;(u — v))...

La topologie définie par une famille de semi-norme n’étant pas des plus simples &
manipuler, on ne s’étendra pas sur le sujet et on se contentera de la définition suivante,
suffisante pour la suite de ces notes.

Définition 17. Soient E, F deux espaces vectoriels équipés respectivement de 2 familles
de semi-normes (p;)icr et (¢;)jes. Soit T : E — F une application linéaire, T est
continue si et seulement si pour tout indice j € J, il existe une constante C; > 0 et
un sous-ensemble fini A; C I tels que

Vu e E, ¢;j(Tu) < Cj Z pi(uw)
iGAJ'

Remarque : La encore, on peut de fagon équivalente remplacer la somme par un
mazimum sur l’ensemble A;.

Pour plus de précisions sur ces notions de semi-normes, on pourra consulter les ou-
vrages classiques d’analyse fonctionnelle [1], [3], [4].

Fonctions de classe C*

Pour k € N ou k = 400 on désigne par C*({2) I'espace des fonctions k fois conti-
ntiment différentiables sur 2 & valeurs dans C. Ces espaces sont munis des familles de
semi-normes usuelles indexées par les compacts K C Q :
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sikeN:pg(u) = Z 10%ul| Lo ()

|| <k

stk =400:p;K(u):= Z 10%ul| oo (5

o <i

En considérant une suite exhaustive de compacts de 2, on peut munir C*(Q) d’une
famille dénombrable de semi-normes séparante dont la topologie induite est celle de la
convergence uniforme sur tout compact des dérivées jusqu’a 'ordre k, donnant ainsi
a C*(9) une structure d’espace complet pour la métrique définie plus haut (mais pas
d’espace de Banach, I’espace C*(£2) n’est pas forcément normable).

Fonctions & support compact

On notera D(Q2) l'espace des fonctions de classe C*° a support compact dans (.
La notion de topologie sur cet espace est un peu plus compliquée dans ce cas et requiert
la notion de limite inductive de topologie. Dans les faits, il est amplement suffisant
de connaitre les suites convergentes de D(2) pour lesquelles on a une caractérisation
simple.

Définition 18. Une suite (¢n)nen C D(Q) converge vers ¢ € D(Q) si et seulement
st il existe K C ) compact tel que pour tout n € N, supp (p,) C K et

Yo e N4, 9%, — 0%p uniformément sur K

La topologie sur D(2) est donc définie par les suites convergentes au sens ci-dessus,
on peut donc facilement déduire que les opérations usuelles

© = up ot u € C™(Q)

@+ 0% ot v € N¢
sont des applications continues sur D(£2).

2.2 — Distributions
Premiéres propriétés des distributions

Etant donnée la topologie dont on a muni D(f2), on peut considérer son dual
topologique D'(Q2) : l'espace des distributions. De fagon parfaitement rigoureuse, une
distribution T" € D’ () est donc une forme linéaire continue sur D(€2). Par convention
(et pour insister sur 'aspect dualité des choses) on notera (T, ¢) plutot que T'(p).

Définition19. On appelle distribution toute forme linéaire T : D(Y) — C satisfaisant
la propriété suivante :

pour toute suite (Yn)nen C D(Q) qui converge vers 0 dans D(Q), on a (T, ) — 0
dans C.
De fagon équivalente, T est une distribution sur ) si :

pour tout compact K C Q, il existe Cx > 0 et k € N tels que pour toute fonction
w € D(Q) a support contenu dans K

(T, o)l < Cx Y 0%l )
le|<k

Notons que dans la définition précédente, k dépend & priori du compact K dans le-
quel les fonctions tests ont leut support. S’il existe un indice p satisfaisant 'inégalité
peu importe le compact K, on dira que la distribution est d’ordre p. On peut alors
identifier I'espace des distributions d’ordre au plus p au dual des fonctions de classe
C? a support compact dans ).

Loin de la définition abstraite, les distributions sont en fait un objet tout a fait naturel,
étendant la notion de fonction en analyse.
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Exemple 20. Toute fonction f € L}, () s’identifie de fagon naturelle a une distribu-
tion via la formule

<Tf,<,0> ZZ/QfQOdQS

On notera par abus (f, @) pour (T}, ).

Toute fonction raisonnable s’identifie donc & une distribution, mais ’espace des dis-
tributions est beaucoup plus vaste que cela. L’exemple le plus basique est le suivant :
Exemple 21. La distribution de Dirac en un point x € Q est la distribution définie
par :
Vi € D(Q), (b2, 0) := ()

On peut montrer que 6, ne définit pas une fonction , plus précisément, que pour aucun
p > 1 il n'existe de fonction f € LP(RY) satisfaisant f o = ¢ pour tout p € D(Q).
Exemples 22. Sur R, toute une batterie d’exemples est donnée par les distributions
valeur principale/partie finie :
" opk, ) = i | #E)

. 0
T <Pfx%7 @) = hms_>o+ f|$‘25 Lp;f) d.T - 2%

. + 0 N
. (sz%7gp> = lim,_ o+ fe o %dw — % +¢'(0)In(e) o H = 1,50y
— On peut définir de facon analogue la distribution Pfﬁ pour m > 3 en retirant

p(x)
z|>e @™

la partie divergente de l’intégrale f‘ dz. On obtient alors une distribution

d’ordre m
Les fonctions usuelles définissent donc des distributions, ou a défaut le passage a la

partie finie permet de donner un sens en cas de défaut d’intégrabilité en un point. Plus
généralement, on a le résultat suivant qui regroupe les fonctions rationnelles évoquées

ci-dessus :
Proposition 23. Soit f € L}, (R%\ {0}) telle qu’il existe C > 0 et m € N* de sorte
que

F(@)] < Clal™™ pour 0 < [a] <1

Alors il existe une distribution T € D'(R?) telle que
(T, ) = / fedr

pour toute fonction ¢ € D(RY) telle que supp (p) C R\ {0}.

En plus de contenir les fonctions classiques, D' () satisfait également certaines régles
de stabilité usuelles.

Proposition 24. Soit T € D'(RY) et u: RY — R? un isomorphisme, on définit l’image
de T par u, notée T o u via la formule

(T ou,p) = |detu| " (T,pou™")

On définit ainsi une distribution T o u € D'(RY), si de plus T = f est une fonction
localement intégrable, alors la définition coincide avec la composition usuelle (T o
u)(z) = T'(ux).

Soit T € D(Q) et a € C*(Q), on définit le produit aT via la formule

(aT', ) := (T, ap)

On définit ainsi une distribution oT € D'(Q) et la définition coincide avec le produit
usuel st T est donné par une fonction localement intégrable.

En plus de sa structure d’espace vectoriel, D’(€)) est stable par multiplication par une
fonction C™ voire méme par isomorphisme dans le cas = R?. On n’a cependant pas
la stabilité par produit, plus précisément il n’existe pas de notion générale de produit
entre deux distributions.
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Exemple 25. On ne peut pas construire le produit des distributions vp% et dg d’une
facon a obtenir un produit qui soit commutatif et associatif par rapport & la multipli-
cation par des fonctions C™.

En effet, supposons que ce soit le cas et considérons la distribution T = vp (%) o =

&ﬂ)p%. En multipliant les deux coté par la fonction x — x, on obtient d’une part a

L (M)a) (o)) 6
(i (1)) = ip (1) <0-1pd o

ce qui est absurde.

et d’autre part

En regle générale, on ne pourra définir le produit de deux distributions qu’a condition
que la somme de leur régularité (en un sens & préciser) soit strictement positive, ce
qui est bien le cas quand on multiplie par une fonction C'*.

Support d’une distribution

De la méme fagon que pour n’importe quel espace topologique X et fonction f :
X — C on peut définir le support de f par

supp f:={zr € X, f(z) # 0},

on peut définir le support d’une distribution 7' € D’(2) de fagon analogue.
Définition 26. Soit T' € D'(Q2), on dit que T est nulle sur un ouvert U C § si

Vo e DY), supp o CU, ona (T, ¢)=0

On définit alors le support de T € D'(QY), noté supp T, comme le complémentaire du
plus grand ouvert sur lequel T est nulle.

On peut dés lors noter que dans le cas ot T' est donnée par une fonction continue, la
notion coincide avec la notion usuelle. De plus, si supp T'Nsupp ¢ = () alors (T, p) = 0.

Proposition 27. On note £'(Q) espace des distributions a support compact sur 2.
On peut identifier £'(Q) au dual topologique de () := C*(Q) pour la topologie des
semi-normes définies en partie 1.1.

Une distribution T € £'(Q) si et seulement si T se prolonge o C®(Q) et il existe
C>0,meN et KCQ un compact tels que

Vo € C®(Q), (T, <C Y 0%l x)

la|<m

Le compact K ci-dessus peut étre choisi comme voisinage arbitrairement proche du
support de T', mais en général pas le support de T'. Notons aussi que de la définition
vient directement le fait que toute distribution & support compact est d’ordre fini.

2.3 — Dérivation dans D’'(Q)

Comme on va le voir ici et dans le cadre de la transformée de Fourier, un certain
nombre d’opérations linéaires licites sur les fonctions test de D(2) peuvent se trans-
poser naturellement a D'(2). C’est le cas de la dérivation, on étend ici la définition
usuelle de dérivation pour englober le cadre des distributions, donnant ainsi un sens
a la dérivée d’une fonction continue, L2, ... voir méme plus compliqué.
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Définition 28. Soit T € D'(Q) et a € N?, on définit la distribution 0T via la formule
(0°T, ) = (=1)*T, 0%)

L’espace des fonctions tests étant stable par dérivation et vue la propriété de continuité
de D'(Q), on définit bien un élément de D’'(£2). Dans le cas ou T = f est donné par
une fonction localement intégrable (et suffisamment dérivable), la notion de dérivation
coincide avec la notion classique : c’est la formule d’intégration par parties!

[ @ nede= 0 [ forp) ds

Q Q

On peut donc dériver des distributions, et ce a n’importe quel ordre. Cela permet
de ne plus étre restreint par le cadre analytique classique des fonctions de classe C*
et d’aborder des champs plus larges. Il convient tout de méme de garder en téte
que les objets qu’on manipule sont, sauf cas particuliers, des distributions et pas
nécessairement des fonctions. Les notions purement fonctionnelles (évaluation en un
point, signe, ...) sont donc a manipuler avec précaution.

Exemples 29.

%0y : o — (=1)1*lg2p(0)
& 1{a>0p = o

L 1n(|z)) = vp(1/2)

— Lop(1/z) = —pf(1/2?)

Cette notion de dérivation permet également de donner une réciproque au fait que o
et ses dérivées aient comme support {0}.

Proposition 30. Soit T € D'(Q) et x € Q. On a équivalence entre les deuz points
sutvants

— supp T = {z}
— il existe m € N et une suite (ca)jaj<m C C de coefficients tels que

T= > ¢

la|<m

Le lien entre fonctions et distributions peut étre résumé dans le fait suivant (les dérivées
étant prises au sens des distributions) :

Proposition 31. Soit T € £'(Q2), alors il existe m € N et (fo)ja|<m des fonctions
continues a support compact dans un voisinage de supp T tels que

T= Z 0% fa

la|<m

Bien qu’assez peu utile en pratique, cela confirme que la notion de distribution est
I’extension naturelle de celle de fonction continue ot I’on autorise la dérivation & n’im-
porte quel ordre.

On peut également (sur R) définir la notion de primitive d’une distribution.

Proposition 32. Soit T € D'(R), alors il existe S € D'(R) telle que S’ = T. Deux
telles primitives ne différent que d’une constante additive.

Démonstration: Dans un cadre classique, pour une fonction ¢ € D(R) on consi-
dérerait comme primitive évidente f_oo . Cependant, on ne définit pas ainsi une
fonction & support compact. Pour pallier a cela, considérons 6 € D(R) d’intégrale 1.
On définit alors 'application

W:weD(R)H{xH/;w(t)dt] ol 1/)24,0—9/R<p
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On a alors 1) € D(R) et [, ¥ = 0 de sorte que ¥(¢) € D(R) et (¥(p)) = .
Pour S € D'(R) et ¢ € D(R) on

(S, () = —(S,0) + (5, 6) / o

On obtient d’une part que si S” = 0 dans D’'(R) alors S est constante, et de plus cela
suggére de poser comme candidat pour une primitive de T :

(S,9) = —(T,¥(p))

11 est facile de vérifier que ¥ est une application linéaire de D(R) qui a un bon com-
portement vis-a-vis des normes C*, on a bien défini ainsi une distribution S € D'(R).
De plus

(8", 0) = (T, 0(¢)) = (T’ )
O
De facon analogue aux théorémes de dérivation sous le signe intégrale, on peut ici
dériver sous le crochet. Les conditions sont cependantes plus simples car la majoration

uniforme nécessaire habituellement est contenue dans le fait qu’on ne manipule que
des fonctions & support compact.

Théoréme 33. Soit 2 C R? et U C R™ des ouverts, T € D'(Q) et ¢ € C°(Q, x Uy)
a support compact par rapport o x. Alors

y e U <T>@(7y)>

est de classe C* sur U et de plus
O (T, 0(-,y)) = (T, 0 0(,y))

2.4 — Convergence de distributions

On définit ici la topologie de D’(§2) par ses suites convergentes, précisément D’ (€2)
va étre muni de la topologie de la convergence simple.

Définition 34. Soit (T),),cn une suite de distributions sur Q. On dit qu’elle converge
vers une distribution T € D'(Q) si

Vo € D(Q), (Tn, ) = (T, )

Il est immédiat de vérifier qu’ainsi définie, la limite d’une suite de distributions est
unique.

Remarque : Il n'est pas a priori nécessaire de connaitre la limite T pour s’assurer
de la convergence d’une suite de distributions, le critére suivant suffit :

st pour toute fonction test ¢ € D(Q) la suite ((Ty, ))n converge dans C, alors il existe
une ditribution T € D'(Q) telle que

lim T, =T dans D' ()
n—-+0o
Notons que cette notion de convergence s’étend naturellement & £'(2) en remplagant
lespace des fonctions tests D(Q2) par C ().
D'(2) étant un espace suffisamment large pour contenir les espaces fonctionnels usuels,
on s’attend a ce que la notion de convergence coincide. C’est en effet le cas :

Proposition 35. Les convergences dans les espaces usuels D(Q), C*(Q), LP(Q), L, .(Q)
impliquent toutes la converegnce au sens des distributions.
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Remarque: D'(Q) (resp. £(Q)) est donc muni de la topologie de la convergence
simple. Comme D(Q) (resp. E(Q)) est un espace de Montel, les suites faiblement
convergentes sont exactement les suites fortement convergentes. Cela justifie de ne
s’intéresser qu’a la convergence simple plutdt qu’a la topologie forte de D'()) (resp.
E'(Q)). En outre, cela permet également de pas s’inquiéter de la topologie pour parler
de convergence d’une suite de distributions. Le méme raisonnement sera valable pour
Uespace S'(R?) des distributions tempérées.

2.5 — Convolution de distributions

La notion qui suit est capitale pour ’étude d’équations du type EDP. Elle étend
naturellement la définition de la convolution de fonctions au cadre plus large des
distributions. On veillera a respecter certaines régles de compatibilité pour s’assurer
que 'objet qu’on définit fait sens (& I'instar de la convolution qui nécessite par exemple
L' — L', L' — P ou L? — L9). On peut dans un premier temps définir le produit de
convolution entre une distribution et une fonction, pour peu que cette derniére soit
dans le bon espace de fonctions tests.

Définition 36. Soit T ¢ D'(RY) et ¢ € D(RY) (ou respectivement T € E'(RY) et
© € C®(RY)). On définit la convolution T x ¢ comme la fonction C=(R?) définie
par
Txp:x—= (T,p(x—"))

On peut également définir le produit de convultion de deux distributions pour peu
que 'une d’entre elles soit a support compact.
Définition 37. Soit T € £'(R?) et S € D'(RY), la convolution TxS est la distribution
donnée par

Vo € D(RY), (T xS, ) := (T, (Sy, p( + 1))
ou de fagon équivalente, en notant @ = p(—-)

(T S,0) = T+ (S %) (0)

Comme on peut s’y attendre, la convolution de deux distributions coincide avec la
définition précédente si T € D(RY) ou S € C*°(R?). On obtient également toutes les
propriétés raisonnables qu’on attendrait d’un produit de convolution.

Proposition 38. Soient T, S € D'(R%) dont au moins une est a support compact.
On a
— commutativité : T xS =S*T

— associativité : si U € E'(RY), (TxS)xU =T x(S«U)

— élément neutre : o xT =T

— dérivation : pour tout o € N4, 9%(T x S) = (0°T) x S = T  (0*9)

— support : supp (T xS) C supp T + supp S

On pourrait méme définir la convolution de deux distributions dans des cas plus géné-
raux, par exemple la condition suivante est suffisante pour que la formule définissant
la convolution ait encore un sens :

VR>0,3C >0, [xesupp T, y €supp S, |+ y| < R] = max(|z|,|y]) < C

Par exemple cette condition est satisfaite pour les distributions & support compact,
mais aussi si T, .S ont toutes deux leur support dans RT (ou R™).

Exemple 39. On ne pourra pas définir la convolution de deuz distributions en général
st on souhaite garder la commutativité et l’associativité. Par exemple en considérant
T =1,8 =6y et U= 1gz50y, supposons qu’on puisse définir les convolutions sans
probléme de sorte qu’elle satisfassent les propriétés ci-dessus. En particulier on aurait
(T*xS)*xU=Tx%(S*U). Cependant (T xS)*U car

TxS=1x5,=(1x8) =1=0
et d’autre part T x (S« U) =1
SxU = 56 *1izs0) = (00 % 1{m>0})/ = (1{z>0})l = dg
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2.6 — Exercices

Exercice 2. Pour ¢ € D(R), on définit

1 1
T, ) = - —) - .
(T, ¢) §jk<¢(k> <M®>
k>1
1. Justifier que cette formule définit bien une distribution d’ordre inférieur ou égal &

1.

2. Prouver que T n’est pas d’ordre 0. Pour cela, on rappelle que sia < b < c < d
sont des réels, il existe p € D(R) telle que 0 < ¢ <1, ¢ =1 sur [b, ] et le support
de ¢ est contenu dans [a,d].

Exercice 2.2. Soit T la forme linéaire définie sur D(R) par (T, p) = ©'(0).
1. Démontrer que T est une distribution d’ordre inférieur ou égal a 1.
2. On souhaite démontrer que T n’est pas une distribution d’ordre 0.

(a) Pour tout n > 1, donner un exemple de fonction f, de classe C™ telle que
f1(0) =n et telle que || fnlloo = 1.

(b) En déduire, pour tout n > 1, existence d’une fonction ¢, € D(R), a support
dans [—1,1] et telle que ¢}, (0) =n et ||pn|oo < 1.

(c) Conclure.
Exercice 2.3. Démontrer que l'on définit une distribution T € D'(R) en posant
V¢ € D(R), (T,¢) = lim Mdm.
e—0 |z|>e xT
Cette distribution est notée vp(1/x). Montrer que son ordre est inférieur ou égal & 1.

Exercice 2.4. Pour —2 < o < —1, montrer que quel que soit ¢ € D(R), on a
o0
/ r%¢(x)dr = AT + R,
g

ot A dépend de ¢, mais pas de e, et ot R. tend vers une limite si e — 0. On pose
(pf(x),6) = lim R..

Montrer que pf(xS) est une distribution d’ordre inférieur ou égal & 1.

Exercice 2.5. 1. Montrer que la formule suivante

+oo
(S,0) =>_¢"(1/n)

définit un élément de D' (R*).
2. On veut montrer qu’il n'existe pas de distribution T € D'(R) telle que, pour tout

¢ € DR*), (T,¢) = (S, ). On raisonne par 'absurde et on suppose qu’une telle
distribution T existe.

(a) Montrer que pour tout suite (ay)ren de complexes donnée, il existe une fonction
f € D(R) de support inclus dans |3/4,5/4[ et telle que fO)(1) = a; quel que
soit j.

(b) On pose fi(z) = f(k*x — k +1). Montrer que les supports des fi sont deuz a
deuz disjoints.

(¢) Calculer fl(,n)(l/n).

n prenant K = |0, y Om = _ et ar, = 1 montrer que 1" ne peut pas
d) B K =0,5/4], ¢ "t 1 T
étre continue sur D(R).

Hugo Eulry Page 18/41 Agrégation externe



Exercice 2.6. Démontrer que la formule
+oo
(T,¢) =) o™ (n)
n=0

définit un élément de D'(R). Cette distribution est-elle d’ordre fini ? (on pourra pro-
) , N 2t
céder par Uabsurde, et poser ¢(x) = Y(A(xz — (m + 1)), o ¢(x) = mwo(x), Yo
étant une fonction de D(] — 1/2,1/2[), égale a 1 sur [—-1/4,1/4], et A > 1).
Exercice2.7. 1. Soit $ € D(R), & support dans R%, positive et non identiquement
nulle. Démontrer qu’il existe deux constantes C' et § strictement positives telles
que :

+oo
/0 exp(n/u)p(u)du > Cy exp(fn).

2. Montrer qu’il n’existe pas de distribution T € D'(R) telle que, pour tout ¢ €
D(]0, +o0), on ait

+oo
@)= [ exw1/note)ir
0
On pourra raisonner par l’absurde, considérer une fonction ¢ positive & support
dans [1/2,1] et poser ¢, (x) = ¢p(nx).

Exercice 2.8. Soit T € D'(R"™) telle que pour tout ¢ € D(R™) avec ¢ > 0, on ait
(T,¢) = 0.

1. Soit K un compact de R™. Montrer que T' est continue pour la topologie de C(K).

2. En déduire qu’il existe une mesure borélienne positive ux sur K telle que, pour
tout ¢ € D(R™) a support dans K, on ait

mwzﬁww.

3. Montrer qu’il existe une mesure borélienne positive p sur R™, localement finie, telle
que, pour tout ¢ € D(R™), on ait

(T.¢)= | ¢dpn.

Rn

Exercice 2.9. Déterminer les limites dans D'(R) des suites (T},) de distributions sui-
vantes :

1. T,=n (51/71 - 671/71) ;

2. Tn = n2 (61/77, + (571/774 — 2(50)

Exercice 2.10. Soit f,, la fonction définie sur R par f, = n sur[0,1/n] et f, = 0 sinon.
On note T, la distribution associée a f,. Etudier la convergence de la suite (T},).

Exercice 211. Soit (f;);j>1 une suite de fonctions de L}, (R?) telle que supp(f;) C

loc
B(0,¢5) avece; =0, f; >0 et fRd fij(x) = 1. Démontrer que f; — 6y dans D'(RY).
Exercice 212. 1. Soit g une fonction de classe C' sur lintervalle [a,b]. Démontrer
. b
que limy_, o [ cos(Ax)g(x)dz = 0.
2. Soit T, la distribution associce a sin®(nx). Etudier la convergence dans D'(R) de
la suite (T),).

3. Soit S, la distribution associée & nsin(nz)H, ot H est la fonction de Heavise.
Ftudier la convergence dans D'(R) de la suite (Sy,).

Exercice 213. On note Ty la distribution associée a la fonction localement intégrable
s sin(Nt)

it

. Montrer que T converge vers 6y. On rappelle que f0+°o st = 7.

Exercice 2:14. Soit ¢ € D(R) non identiquement nulle. Pour tout n > 1 et tout z € R,
on pose pn(z) = 2o(nx). Etudier la convergence de la suite (¢,) dans D(R).
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Exercice 2:15. Soit (f,) la suite de fonctions de D(R) définie par :

1

fal®) . [t <n. 0 50
n = — X — S n, Stnon.
on PPN /2

Montrer que, pour chaque k > 0, la suite de fonctions ( ﬁk)) converge uniformément
sur tout compact vers une fonction g € D(R) que l'on précisera. A-t-on convergence
dans D(R) ¢

Exercice 216. 1. Soit ¢ € D(R™) et h € R"\{0}. Pour t € R\{0} on pose

¢(x + th) — ¢(x)
p :

Pi(z) =

Montrer que ¢ € D(R™) pour t # 0.
2. Montrer que lorsque t tend vers 0, ¢ converge dans D(R™) vers une fonction que
l’on déterminera.
Exercice 2.17. Soit ¢,0 € D(R) tel que 6(0) = 1. Démontrer qu’il existe 1 € D(R) tel
que, pour tout x € R,
p(x) = p(0)0(x) + zp(z).

Exercice 248. Soit py € D(R) telle que [, @o(t)dt = 1. Démontrer que, pour tout
¢ € D(R), il existe un unique couple (c,v) € R x D(R) tel que

¢ ="+ cpo.

Exercice 219. Soit ¢ une fonction C*, & support compact, telle que ¢ est nulle en

dehors de [—1,1], et fil o(z)dx = 1. Le but de l’exercice est de construire a l'aide de

P une fonction C*°, égale o 1 sur [—1/2,1/2], et nulle en dehors de [—1,1].

1. Construire a partir de ¢ une fonction C* u égale a 0 sur ] — oo, —1[ et égale a 1
sur [1, +o0l.

2. En déduire une fonction v égale a 1 sur [—1/2,+o0[ et nulle sur | — oo, —1] et une
fonction w égale a1 sur | — 00, 1/2] et égale ¢ 0 sur |1, +o0].

3. Construire 1.

Exercice 2.20. 1. Soit f € D(R"), a,b € R™, et m > 0. Démontrer la formule de
Taylor avec reste intégral :

b—a)* b—a)> [t " ao
f(b) = Z %8 ‘fla)+(m+1) Z %/ (1—t)™0" f(a+t(b—a))dt.
|la|]<m ’ |a]=m+1 ’ 0
2. Soit f € D(R™) s’annulant a l’origine. Montrer qu’il existe des fonctions g1, ..., gn €

D(R™) telles que
Ve € R", f(z) = z191(2) + -+ + Zpgn(2).

3. Généraliser au cas ot [ et toutes ses dérivées (partielles) jusqu’a l'ordre m — 1
s’annulent en 0.

Exercice 2.21. Soit (an)nen une suite de nombres complezxes. Le but de cet exercice est
de montrer qu’il existe des fonctions f : R — C indéfiniment dérivables et telles que

vn e N, f(M(0) = ay.

1. En utilisant une fonction ¢ € D(R) égale & 1 dans un voisinage de 0, résoudre le
probleme dans le cas ou la série entiére ) .\ Sx™ a un rayon de convergence
non nul.
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2. Soit ¢ € D(R) a support inclus dans [—1,1] et égale & 1 sur [—1/2,1/2]. On définit

une suite ay, par ayn = 1 silay| < 1 et o, = |ay| sinon. On pose, pour chaque
n €N,
a
Fulw) = anoona), () = Y fula)
neN

(a) Vérifier que la série définissant f converge normalement sur R (on pourra
magorer pour chagque n fn(x) en séparant les cas |xay| > 1 et |zay,| < 1).

(b) Montrer que f est C™, et calculer f*)(0).

3. Est-il toujours possible d’obtenir une fonction vérifiant la méme propriété si on
demande que f soit entiére ?

Exercice 2.22. Soit Fy(t) = % ZIIL_N e™*t . qui est une fonction localement intégrable.
On pose Ty la distribution associée o Fy. Le but de l’exercice est de déterminer la
limite (au sens des distributions) de (Ty).

1. Soit ¢ € D(R) une fonction a support dans [—(2M + 1), (2M +1)x|. Montrer que
1 /7r sin((2N +1)t/2)

2r | sin(t/2)

. M
ou ¢(t) =, p(t+2nm).
2. En écrivant ¢(t) = ¢(0) + tap(t), ot ¢ est C°, démontrer que Ty converge vers
ZpGZ 627"17'

Exercice 2.23. 1. Soit T} la distribution associée a la fonction f(x) = sgn(z). Calculer
la dérivée de TY.

2. Soit Ty la distribution associée a la fonction g(x) = |x|. Calculer la dérivée de Ty.
Exercice 2.24. Déterminer la dérivée de la distribution associée a In |x|.

Exercice 2.25. Montrer que si (T,) est une suite de distributions qui converge vers T,
alors (T)) converge vers T".

Exercice 2.26. Calculer explicitement (x*0P65,,$) pour tout ¢ € D(R™), ou « et fB
sont des entiers et 6, est la masse de Dirac au point p € R. Quel est le support de
2986, ?

Exercice 2.27. Soit f une fonction définie sur ]a,b| de classe C* par morceauz. Soit
a=ag<a <---<ayny = b une subdivision adaptée a f, c’est-a-dire que f se prolonge
en une fonction de classe C* sur chaque [a;, a;y1]. Montrer que l'on a :

N—-1
(T)) =Ty + Y (Fla +0) = flai = 0)) s,

ot f" est la dérivée usuelle de f, définie hors des points a;, et f(a; £0) sont les limites

a droite et a gauche de f en a; (les distributions sont considérées comme éléments de

D'(Ja, b]).

Exercice 2.28. 1. Soit I un intervalle ouvert de R. Montrer que toute distribution sur
I admet une primitive.

2. Soit T € D'(R) vérifiant T' = 0. Montrer que T est la distribution associée & une
fonction constante.

Exercice 2.29. 1. Donner un exemple de distribution T € D'(R) et de fonction ¢ €
D(R) telle que supp(T) = {0}, ©(0) = 0 et (T,p) # 0. Plus généralement, si
T € D'(R) et ¢ € D(R), quelle condition faut-il sur T et tp pour que (T,7) =0 ¢

2. Quelle condition donner a 11,1 € D(R) pour que (T, 1) = (T, 1)) ?
Exercice 2.30. Soit T' une distribution sur R™ et f une fonction C*° sur R™.
1. Montrer que si fT = 0, alors le support de T' est inclus dans Z(f) = {x € R™, f(x) = 0}.

2. En prenant T = 6" € D'(R), montrer que la réciproque est fausse.
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3. Déterminer les fonction f de classe C™ telles que f§' = 0.

Exercice 2.31. Soit T' € D(R) tel que supp(T) = {0}.

1. Justifier que T est d’ordre fini. Dans la suite, on notera m son ordre.

2. Soit ¢ € D(R) telle que ¢(x) = o(z™) au voisinage de 0. Soit p une fonction
plateau valant 1 au voisinage de 0, et 0 hors de | — 1,1[. On note p,.(x) = p(x/r).
(a) Montrer que sil < m, alors sup, <, |(pr) D (x)] =0 0.

(b) En déduire que (T, ¢) = 0.
3. Soit ¢ € D(R). Montrer que ¢ s’écrit

bk
o) =3 00k ),
k=0 ’

ot ¢ est une fonction de classe C™ telle que ¥(x) = o(a™).
4. En déduire lexistence de complexes ag,. .., an tels que, pour tout ¢ € D(R),

(T, ¢) = > ap™(0).

0<k<m

Exercice 2.32. Soit T l’application linéaire de D(R?) dans C définie par

(T, ) = /}R o, —)d.

1. Montrer que T € D(R?). Quel est son ordre ¢

2. Déterminer le support de T. En déduire qu’il n’existe pas de fonctions continues
sur R? telle que T soit la distribution associée & cette fonction.

3. Calculer au sens des distributions
or ot
Ox Oy’
Exercice 2.33. 1. Montrer que zup(1/z) = 1.
2. Soit u € D'(R) telle que xu = 0.

(a) Soit ¢ € D(R) telle que ¢(0) # 0. Démontrer qu’il existe une constante Cy
telle que, pour toute fonction n € D(R) égale & 1 sur le support de ¢, alors

Co = (u,n)-
(b) Montrer que si ¢ et v sont deuz fonctions de D(R) telles que ¢(0) # 0 et
¥(0) # 0, alors Cy = Cy.
(¢) En déduire toutes les solutions de xu = 0.
3. Résoudre ’équation xu = 1.

4. Soit T € D'(R). Montrer que si (sinxz)T = 0 si, et seulement si, il existe une suite
(cn) telle que T = Z:f_oo Cnnr-

Exercice 2.34. On rappelle que les distributions T € D(R) vérifiant 2T = 0 sont les
distributions cdg, ¢ € R.

1. Pour tout k > 0, résoudre I’équation T = 6(()k).
2. Résoudre l’équation x*T = dy.
8. Plus généralement, pour tout n > 1, résoudre ’équation ™1 = dy.
Exercice 2.35. Une distribution T € D(R™) est dite homogéne de degré p € R s,
pour tout A > 0 et tout ¢ € D(R™), on a l’égalité
<T7 ¢)\> =\ <T’ ¢>7 (2)
ot ¢y € D(R™) est définie par ¢px(x) = p(Ax).
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1. Montrer que la masse de Dirac en 0 est homogéne de degré —n. Montrer que sur
R, la distribution vp(1/x) est homogéne de degré —1.

2. Déterminer les distributions homogénes de degré —1 sur R dont le support est {0}
(on rappelle qu’une distribution dont le support est {0} est combinaison linéaire
de dérivées de masses de Dirac en 0).

3. Dans le cas ou T est une distribution associée a une fonction f de classe C™,
quelle propriété vérifie f lorsque T est homogéne de degré p ?

4. Montrer que la dérivée d’une distribution homogene est encore homogéne.

5. Montrer qu’une distribution est homogéne de degré p si et seulement si

n

oT
; xl% =pT.

K3

On pourra utiliser le fait que si ¢ € D(R™) alors % converge dans D(R) vers
Z;;l 88775]_ lorsque \ tend vers 1.
6. En déduire toutes les distributions homogénes sur R de degré 2.

Exercice 2.36. 1. Résoudre dans D(R) U’équation T' = 0 (on pourra utiliser que si
@o est une fonction de D(R) satisfaisant [, po(x)dx =1, pour tout ¢ € D(R), il
existe un unique P € D(R) et un unique ¢ € R tel que ¢ = ' + cpp ).

2. En déduire toutes les solutions de l’équation différentielle T' — aT =0, ot a € R.
3. Résoudre 'équation différentielle T' +T = H, ot H est la fonction de Heaviside.
Exercice 2.37. Résoudre, dans D’ (R), les équations différentielles suivantes :

1. 22T — T = &y,

2. 2T"+T =0.
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3 — Distributions tempérées et espace de Schwartz

Aprés avoir défini les classes de distributions D’(R?) et £'(R?), on s’intéresse ici &
la derniére : S’(R9). Trés utile en pratique, elle est en lien direct avec la transformation
de Fourier et constitue ’espace naturel auquel étendre la définition fonctionnelle.

3.1 — Transformée de Fourier et espace de Schwartz

On s’intéresse ici dans un premier temps au "bon" cadre fonctionnel dans lequel
fait sens la transformée de Fourier. Classiquement, pour une fonction f € L'(R%), on
définit sa tranformée de Fourier par la formule suivante :

VE € RY, Ff(E) = f(€) = . Fl@)e " €dx

Cette formule a du sens dés que f est intégrable et on définit ainsi une fonction f
dont on peut montrer qu’elle est continue et tend vers 0 en l'infini. Dans le but de
transposer la définition aux distributions, il faut alors chercher un espace de fonctions
tests qui soit invariant par 'action de F. En effet, rien n’assure que pour une fonction
test ¢ € D(R?), on ait p € D(RY).

Une premiére idée est d’étendre la définition par densité de L' N L? dans L2. C’est
possible par prolongement et on obtient ainsi une application

F: L*(RY) — L*(RY)
qui coincide avec F sur L'(R%) N L2(R?) et satisfait de plus la formule de Plancherel :
H]:fHL?(Rd) = (27T)d/2||f||L2(Rd)

Bien que L? soit stable par F, I’espace est constitué de fonctions dont on ne sait méme
pas si elles sont lisses, rendant caduc toute utilisation des distributions.

Restant dans un cadre L', si f est suffisamment dérivable avec ses dérivées dans L'
alors on obtient

FOEN© = [ o s@ye=ds = (i f(©

Si, de facon analogue, f est telle que 2@ f € L' et f est suffisamment dérivable alors

ot =g ([ sl ) = F(-ia)n(©

On s’appercoit alors du fait fondamental suivant : la transformation de Fourier
échange régularité (dérivabilité) et décroissance (polynomiale) & U'infini. Cela motive
la définition de ’espace suivant

Définition 40. On appelle espace de Schwartz l’espace
S(RY) := {so € C*(RY), Va,B e N, sup |2°0%¢(x)| < +<>O}
TERC

1l est muni de la famille de semi-normes séparante

@, €N, poslp) = sup |20 p(z)|
rER4

La topologie de S(R?) est donnée par une famille dénombrable de semi-normes sépa-
rante et est donc métrisable, donnant a4 S(R?) une structure d’espace complet. On a
de plus les injections continues et denses suivantes

D(RY) — S(RY) — C=(R?)

L’espace S(R?) mélange donc dans sa définition conditions de régularité et de décrois-
sance, il en résulte le fait suivant.
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Proposition 1. Soit p € S(R?), a € N? et f € C®(R?) une fonction dont toutes les
dérivées sont a croissance au plus polynomiale, alors f0%p € S(RY).

Par cette propriété de stabilité, I'espace S(R?) correspond donc exactement & ce que
I’on recherchait concernant la transformée de Fourier.

Exemples 42.

— x> P(x)e= 4% ¢ S(RY) si P est un polynome et A est définie positive,

— wune fraction rationnelle g n'est dans S(R?) que si P =0,

— S(RY) ¢ LP(RY) pour tout p € [1,+00)

Proposition 43. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(R?) continu
pour la famille de semi-normes (pa.g)a.p- De plus en notant F Uapplication

Vo € S(RY), V¢ e R, Fop(€) := ﬁ /Rd o(2)e ™ Eda

alors on a la relation valable sur S(R?) appelée formule d’inversion de Fourier
FoF=FoF=id

Sur S(RY) la transformée de Fourier définit donc un isomorphisme qui satisfait de
bonnes relations de compatibilité vis-a-vis de la dérivation et de la multiplication par
des polynoémes. Une derniére relation peut étre obtenue dans le cadre de la convolution.

Proposition 44. Soient p,1 € S(RY), alors px € S(R?) et on a

1 . ~
(%)dw*df

Floxp)=¢-0 et Flp )=

3.2 — Distributions tempérées

Au vu des propriétés de S(R?), on est donc en mesure de définir un espace conve-
nable pour la transformée de Fourier des distributions. Comme D(R%) n’est pas stable
par F, on doit se restreindre & un sous espace de D'(R?), précisément S'(R%), le dual
de S(R?).

Définition 45. On appelle espace des distributions tempérées S'(R?) le dual topo-
logique de S(R?), c’est & dire I’espace des formes linéaires continues sur S(R?).
Les éléments de S'(R?) sont caractérisés de la fagon suivante : une forme linéaire T
sur S(RY) est une distribution tempérée si et seulement si il eviste C >0 et k € N
tels que
Vo e SRY), (T,p) <C Y a*0¢l|r~
el | BI<E

On a de plus les inclusions suivantes
E'RY) c S'(RY) c D'(RY) et S(RY c LP(RY) C S'(RY)

A la différence de D'(R?), toute fonction localement intégrable ne définit pas for-
cément une distribution tempérée. On doit pour cela imposer une condition sur le
comportement & l'infini.

Proposition 46. Soit f € L}, .(R?), une condition suffisante pour que f définisse une
distribution tempérée est :

Im € N,3p € [1,+00], (14 |z|>)"™f € LP(RY)
Tout comme le théoréme de structure des distributions de D’'(R?) ou £'(R%), on a un
résultat analogue pour S’(R?).

Proposition 47. Une distribution T est tempérée si et seulement st il existe m € N,
a € N et f continue bornée tels que

T=0"((1+|z*)™f)
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Exemples 48.

— LP(RY) C 8'(RY) pour tout p € [1,+o0)]
— {f € C% croissance lente} C S'(R?)
— x> e® ¢ S'(RY)

— x> e®cos(e?) € S'(RY)

— wp(d) e S(®Y
Yl K% € (R

3.3 — Transformée de Fourier dans S'(RY)

On peut enfin étendre F aux distributions par dualité.

Définition 49. Soit T € S'(RY), on définit la transformée de Fourier de T, notée
FT ouT par R
Vo € SRY), (T, ¢) = (T, )

Comme S(RY) est stable par F, on définit bien ainsi une distribution tempérée. On
peut de méme définir F.

Vo € S(RY), (FT,¢) = (T, F)
Toutes les propriétés déja valables sur S(R?) se transportent a S’(R?).

Proposition 50. 7 : S'(R?) — S'(R?) est un isomorphisme continu (au sens de
S'(R)) d’inverse F. On a

FoF=FoF dans S'(R?
Les relations de dérivation sont toujours valables sur S'(R?) :
VT € S'(RY), F(OST) = (i€)*T et F((—iz)*T) = 9¢T

Exemples 51. Comme la transformée de Fourier n’est en générale pas définie de fagon
directe, on ne peut pas faire comme dans le cas classique et écrire l'intégrale. On
préferera plutdt utiliser les relations de dérivation, l'inversion de Fourier ou certaines
identités en fonction du contexte.

— Poura € R et a € N%, T = 95, donne T = (i€)*e~ 2,

— Pour a € N%, T = 2% donne T = il®(27)49*4.

— T =wvp(L) donne T =im— 2011 {e>0 -

En effet, on a la relation :E“Up(%) =1 dans S'(R) donc en appliquant la transformée

de Fourier p
i—T =aT =1=276
d¢ 0
de sorte que %’f’ = —2imdy. En primitivant on a alors pour une constante C' € C

T = —2irlgesoy + C
Il suffit de remarquer que T = —T et qu’alors

+T = —2ir+2C

N>

0=

— T = 14,50y donne T =78y —i- vp(%),
1l suffit pour le voir d’appliquer la formule d’inversion de Fourier au calcul précé-

dent. .
— T = |z| donne T = —2pf(5).
En effet |r| = 2(1{z>01 — l{z<0}) et en remarquant que la multiplication par x

apporte une dérivation, on utilise le calcul précédent.
— T =pf(%) donne T' = —rlz|.
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On conserve également les relations vis-a-vis de la convolution. La convolution sur
S'(R?) est définie comme pour D’'(RY) : soit avec une fonction test, soit une distri-
bution & support compact, on définit alors respectivement une fonction lisse ou une
distribution a support compact.

Dans le cas des distributions & support compact, £'(R?) s’identifie au dual de C>°(R?),
il est donc possible de considérer le crochet de dualité entre T € £'(RY) et x +— e~#¢
pour tout ¢ € RY.

Broposition 52. Soit T € £'(RY), T est une fonction lisse o croissance lente. De plus,

T est donnée par la formule . ‘
T:&m (Tp e ™9)

On est donc assuré que le produit d'une distribution tempérée avec S ou S € &' (RY)
fait sens et on obtient

Proposition53. 5i 7' € S'(RY), S € &'(RY) et p € S(R?) -

F(T+«8)=T-8 et Flp-T)=

3.4 — Exercices

Exercice 31. 1. Justifier que si (¢y) est une suite de D(RY) qui converge dans D(R?)
vers ¢ € D(RY), alors la convergence a aussi lieu dans S(R?).

2. Donner une suite de fonctions (f,) de D(R), qui converge vers 0 dans S(R), mais
pas dans D(R).

Exercice 3.2. 1. Démontrer que la distribution associée a e’ n’est pas tempérée. On
pourra Uappliquer & 7,¢ ot ¢ € D(] — 1,1]) est positive, non identiquement nulle,
et Tod(z) = ¢l — a)..

2. Soit (ax) une suite de nombres compleves et T = ), -y ardy € D'(R). Montrer
que T € S§'(R) si et seulement si il existe p > 1 et C > 0 tel que |ag| < C(1+ k)P.
On pourra appliquer T & la fonction 1,¢ o ¢ € D(] — 1,1]) satisfait ¢(0) = 1.

Exercice 3.3. Soit f : R — C une fonction localement intégrable. On désigne par S la

distribution associée a la fonction f.

1. On suppose qu’il existe un entier p > 0 tel que

@l
/R<1+|oc|>p<+ '

Montrer que S est tempérée.
2. (a) Calculer ¢'(x), ow g est la fonction g(x) = 2™ sin(exp x).
(b) Montrer que si S est la distribution associée a la fonction f(x) = 2™ exp(x) cos(exp z),
m > 1, alors S est tempérée. Que pensez-vous de la réciproque a la question
précédente ?
3. (a) Soit v € D(R) telle que v =1 sur [—1,1], 0 hors de [-2,2], 0 < ¢ < 1. Pour
r > 1, on pose ¢ (x) = (x/r). Montrer que pour tous a,k > 0 il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout © € R, pour tout r > 1, on ait

1+ Jz)*|e!) ()] < C(1 +7)*.

(b) On suppose désormais que f est positive, et que S est une distribution tempérée.
Montrer que la réciproque a la question 1. est vraie.

Exercice 3.4. 1. Soit f : R — C une fonction intégrable telle que [, f(t)dt = 1. On
pose, pour n > 1, f,(t) = nf(nt). Montrer que f, — 6o dans D'(R).

2. En utilisant le théoreme de Weierstrass, déduire de la question précédente qu’il
existe une suite de polynomes (Py) telle que P, — 6o dans D'(R).
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3. Montrer qu’il n’existe pas une telle suite de polyndmes qui converge vers dg dans
S'(R) (on pourra raisonner par l'absurde, montrer que le degré des polynémes
d’une telle suite tend vers linfini, et puis...).

Exercice 3.5. Soit T € S'(R™) homogéne de degré X € R, ie
(T, 1) =t~ T, o)

pour tout € S(R™) et tout t > 0, o py(x) = @(tx). Montrer que T  est homogene
d’un degré que l’on précisera.

Exercice 3.6. Soit T € S'(R?) telle que AT = 0.
1. Montrer que supp (T') C {0}.

2. Conclure que les seules fonctions u de classe C? telles que Au = 0 et u est
croissance modérée sont polyndomiales.

8. Retrouver le théoréme de Liouville.

Exercice 3.7. 1. Montrer que la distribution vp(1/z) est une distribution tempérée.
On pourra remarquer que, pour tout ¢ de D(R), on a

(vp(1/x), 0) =/_1wd:c+/l>l¢<x)dx_

x
2. Calculer sa transformée de Fourier. On pourra utiliser que, pour tout ¢ de S(R),

(p(1jz) d) = tm [ LW =w),

- W.
R—+oco —R 2 w

3. En déduire une distribution T telle que T = H, ou H est la fonction de Heaviside.

Exercice 3.8. 1. Soit a > 0. Calculer la limite dans S'(R) de la distribution
quand € — 07T,

1

r+iae

2. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction H(z)e %, ou A > 0 et H est
la fonction de Heaviside.

8. En déduire la transformée de Fourier de H.

4. Retrouwver la transformée de Fourier de vp(1/x).

Exercice 3.9. Dans cet exercice, on prendra pour simplifier les énoncés la normalisation
sutvante pour la transformée de Fourier :

o) = /]R 2Ty dy.

On considére la distribution P =3, 0; € D'(R), ot §; représente la masse de Dirac
au point j € Z. On Uappelle le peigne de Dirac.

1. Montrer que P est périodique de période 1, i.e. montrer que
V¢ € D(R), (P,m1¢) = (P, ¢) ou mi¢(z) = ¢(x + 1).

2. Montrer que P est la dérivée, au sens des distributions, de la distribution E =
> jez Fis 0w Fj(x) = jljj j1a(z). En déduire que P est une distribution tempérée.

3. Montrer que la transformée de Fourier P de P est également périodique de période
1.

4. On pose u(x) = e*™*. Montrer que ¢ € D(R) = (uP, ) = (P, ¢).
5. Soit T € D'(R) une distribution telle que (v — 1)T = 0. Montrer que T =
2 jen 50;-

6. Déduire des questions précédentes que P= ZjeZ a;0;, puis que Vj € Z,a; = a.
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7. Appliquant Pala fonction ¢(y) = e”ryz, montrer que a = 1, donc que pP=r
(on pourra utiliser que ¢ = ¢).

8. En déduire la formule sommatoire de Poisson : pour tout ¢ € S(R),

D o) =Y 60).

JEL jez
Exercice 3.10. Démontrer que, dans S'(R), on a

li AT (1 = imdg.
Jm e vp(l/x) = imdoy
1. Directement.

2. En utilisant la transformée de Fourier.

4 — Les théorémes de Paley-Wiener

De ce qu'on a exposé précédemment on peut retenir le fait général suivant : la
localisation en espace se traduit par de la régularité en fréquence. Cela se voit bien
sur les relations de la derivation vis-a-vis de la transformation de Fourier. On cherche
maintenant & quantifier plus précisément ce fait.

Théoréme 54 (Paley-Wiener, cas fonctions). Soit ¢ € D(RY) telle que supp (p) C
B(0, R), alors il existe F : C* — C holomorphe telle que Figa = ¢ et

VN eN, 3Cy >0, Vz e C, |F(2)| < Cn(1+ |2|) Vel

Réciproquement, si F : C* — C est une fonction holomorphe satisfaisant l'inégalité
alors il existe p € D(R?) telle que supp (p) C B(0,R) et ¢ = Figa.

Démonstration : On restreint la preuve au cas d = 1 (largement suffisant dans
le cadre de I’agrégation) pour ne pas avoir & manipuler de fonctions holomorphes en
plusieurs variables.

Dans le premier cas, posons pour z € C

F(z):= /Rd o(x)e” S dx

Comme ¢ € D(R?), F est bien définie sur C et par holomorphie sous l'intégrale (sur
tout compact de C), F : C — C est holomorphe. De plus, par construction on a
Fr=¢.

Concernant 'inégalité, fixons N € N et z € C, on a alors

2MF(2)] =

/ o(x)zNe 8 dy
R

‘/ ON p(x)e " dx
R

-| [ et ey

< (/ |8N(,0|) eR\Im(z)\
R
ce qui prouve l'inégalité.

Réciproquement, soit F': C — C holomorphe satisfaisant I'inégalité, on peut dans un
premier temps noter qu’en restreignant cette derniére aux réels, on obtient

VN eN, 3Cy >0, VE€R, |F(E)| < On(1+ €)™Y

F décroit donc plus vite que n’importe quel polynéme, en particulier F' € L'(R) et la
définition suivante fait sens :

O R
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On a méme ¢ € C*°(R) par dérivation sous l'intégrale. Reste & montrer que ¢ est a
support dans B(0, R), on aura alors ¢ € D(R) C S(R) et par inversion de Fourier,
¢ = Fijg. On utilise le fait suivant :

Lemme 55.

Yy e R, AF(§+iy)eiw(5+iy)d€=/RF(S)e”&dS

Démonstration : Comme pour tout
r € R, fr + 2z = F(2)e™ est une
fonction holomorphe sur C, il est na-
turel d’utiliser un argument du type
théoréme des résidus. Soit donc pour
A > 0 le contour I'y comme ci-contre. % »» e

On a alors

A

0= [ fulz)dz = / F(€)e'™ d&—/ F(& +iy)e™ W) d¢
Ta —A —_A

—|—i/ F(A 4 Z't)em(AJrzt) dt — Z/ F(—A + it)em(fAJrzt) dt
0 0

Or en utilisant I'inégalité sur F' on obtient

’F(A +it)e(AH0] < Oy (14 A)~NeUHDly]

qui est uniforme en ¢ et tend vers 0 avec A. Par convergence dominée, on obtient bien
I'identité annoncée.

O

On peut enfin montrer que ¢ est a support compact. Soit z € R, A > 0 quelconque.
On pose y = Asgn(x) de sorte que yz = Alz| et |y| = A. On a donc

@l < oo [ 1Fel-+im)ae

C - o
o [ IED TN gD
T JR

ot le terme de droite tend vers 0 quand A — +oo dés que |z| > R, ce qui prouve bien
que supp (i) C B(0, R).

O
Théoréme 56 (Paley-Wiener-Schwartz, cas distributions). Soit T € £'(R?) d’ordre au

plus Ny telle que supp (T) C B(0, R), alors il existe I : C? — C holomorphe telle
que Figa =T et

IC >0, VzeC, |F(z)| <C(1+ \Z|)N06R|1m(Z)\
Réciproquement, si F : C* — C est une fonction holomorphe satisfaisant l'inégalité

alors il existe T € E'(R) telle que supp (T) € B(0,R) et T = Fira.

Démonstration : La preuve suit les mémes lignes que la précédente, a ceci prés
qu’il faut adapter 'argument au cadre des distributions.
Pour le sens direct, posons le candidat évident

F:2€Cwrs (Ty,e ™)
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Par holomorphie sous le crochet de dualité (sur tout compact de C), F ainsi définie
est une fonction holomorphe sur C et on a bien Fjr = T. Reste a vérifier I'inégalité.
Comme T € &'(R), il existe un compact K arbitrairement proche de supp (7)) et une
constante C' > 0 tels que

|F(Z)‘ <C sup Ha;z(e—irz)HLoo(K) < ON(l + |ZDNO sup €|m|\1m(z)|
OLSNO rzeK

RIIm(2)| comme K

ol I’exponentielle dans le terme de droite peut étre majorée par e
est arbitraiement proche de supp (7).
Réciproquement, si F' : C — C est une fonction holomorphe satisfaisant I'inégalité,

alors en restreignant cette derniére aux réels on obtient
VEER,|F(E)] < C(1+[e)™

en d’autres termes, Fr est au plus polynomiale, donc définit une distribution tempérée.

Par inversion de Fourier, il existe un élément T € S'(R) tel que T = Fir. Reste a
montrer que 7" est bien a support compact dans B(0, R).

On utilise pour cela une identité approchée : soit y € D(R) telle que x > 0, fR x =1
et supp (x) C B(0,1), on pose alors . := %X(/E) Comme x. est & support compact
dans B(0,¢), la version fonctions du théoréme assure que X. = X(¢-) se prolonge en
une fonction holomorphe sur C qui vérifie

Vz e C, [xa(2)] < On(1 + |z]) " NeslIm)
Comme F satisfait une inégalité similaire, on a
|FX:(2)] < Oy (1 + |2])No~ Nl RIIm )|

et de plus F'x; est une fonction holomorphe sur C. Toujours d’aprés la version fonction
du théoréme, il existe donc une fonction ¢. € D(R) telle que supp () C B(0,R+¢)
et e = FXcjg- On montre maintenant que supp (7') C B(0, R), il suffit de montrer
que T est nulle sur toute fonction test dont le support est hors de la boule.

Soit pour cela ¢ € D(R) telle que supp () C {|z| > R}, le support de 1 étant
compact, il existe n > 0 tel que

supp (1) C {|z| > R+n} C {|z| > R}
En particulier, dés que € < 7 alors
Ve e R, (x)p(x) =0
De sorte que, en utilisant inversion de Fourier et convergence dominée (x. étant une
approximation de l'unité)
(Ty) = (T, Fy)
= [ FeFu©a
= lim [ (FX2)(§)Fv(8)ds

e—=0t JRr

= lim [ &:(§)F(S) dg

e—=0t JRr

= lim [ g (x)Y(x)de=0

e—=0t JRr

et donc supp (T') C B(0, R).

On tire 2 faits généraux de ces théorémes :

Hugo Eulry Page 31/41 Agrégation externe



— la localisation en espace se traduit par de la régularité en fréquence

— on ne peut pas localiser en espace et en fréquence simultanément (car une fonction
entiére ne peut étre nulle sur un ouvert)

Comme conséquence directe du théoréme de Paley-Wiener-Schwartz on obtient I’ana-

logue d’un fait bien connu pour les fonctions réelles

Proposition 57. Soit T € £'(R?) vérifiant
Va e NY (T,z%) =0

alors T = 0.

DémonstrationA: Soit F' : C%* — C holomorphe donnée par le théoréme précédent
telle que Fjga = T'. Alors F' est donnée par

F(2) = (Ty,e7'"%)
En passant la dérivée sous le crochet et évaluant en 0, on a alors
IF(0) = (Ty, (—iz)*) = 0

Or la fonction F' est entiére, donc est égale a sa série de Taylor, qui est nulle par ce
qui précede. Par injectivité de T'+— T, on obtient alors que 7' = 0.

O
Autre résultat de localisation, les inégalités de Bernstein (dans leur version allégée).
Proposition 58. Soit a € L>®(R?) telle que supp (@) C B(0,R). Alors a € C*®(R%) et

Va € Nd, ACa > 07 ||8aa||Loc(Rd) < CaRla‘HaHLoo(Rd)
Démonstration: a est a support compact donc @ = (27)%a est une fonction lisse,
d’ott a € C=(RY).

Soit maintenant 1 € D(R?) telle que 1) = 1 sur B(0,1) et supp (¥») C B(0,2), on pose
U :=(-/R). Comme ¥ = 1 sur supp (&), on

0 x Fp =i p =a
de sorte que a = a % Fbg et donc 9% = a x 8*(Fpr). Comme
0*(Fyr) = RO (Fo)(R-)) = R0 (Fy)(R.)
on a
o Fumllsuey = R ([ 070

et finalement

0l < ol B ( [ 0°70)

5 — Espaces de Sobolev et problémes elliptiques

On s’intéresse dans cette derniére partie a la construction des espaces de Sobolev,
la motivation derriére étant de résoudre des problémes aux dérivées partielles. L’idée
clé est la suivante : si on souhaite travailler dans L? pour avoir accés & la structure
hilbertienne, mais également manipuler des dérivées (au sens faible), on va considérer
des espaces de fonctions dont les dérivées sont elles-mémes L2.
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5.1 — Espaces de Sobolev : cas d’un ouvert de R?

On construit ici Pespace H™((2) en suivant I'idée de "dérivée dans L?", les choses
pouvant étre présentées de facon légérement différentes si Q = R?.

Définition 59. Soit QO C R? ouvert, m € N, on définit ’espace de Sobolev
H™Q) = {ue L*Q), V|ja| <m, 0°ue L*(Q)}

muni du produit scalaire

(w,0)m = (9%, 0V)

la<m

On vérifie facilement qu’on a ainsi défini un produit scalaire (ou hermitien) sur H™((2)
qui vérifie de plus que |[ul gm' ) < [lul|zrm (). Autrement dit, H™(Q) s’injecte conti-
niment dans H™ (Q) dés que m’ < m. L’espace étant basé sur la structure de L2(€2),
on montre qu'il est complet. On résume cette observation (et d’autres résultats im-
portants) dans la proposition suivante.

Proposition 60.
— On les inclusions continues suivantes (si m' < m)

D(Q) C S(Q) C H™(Q) C H™ (Q),

— H™(Q) est un espace de Hilbert séparable,
— H™RY) := H™(RY) N E'(RY) est dense dans H™(R?),
— D(R?) est dense dans H™(RY).

Démonstration :

— linjection D(2) C () a déja été discutée, S(Q) € H™ () découle de la définition
méme de S(2) : une fonction de S(€2) et toutes ses dérivées seront dans L?(S),
et H™(Q) C H™ () est immédiat en notant que | - || gms () < || - || (o) pour
m' <m.

— Soit (uy,) une suite de Cauchy dans H™(£2), alors pour tout multi-indice |a| < m,
(0%u,,) est de Cauchy dans L?(Q). L?(Q2) étant complet, il existe des fonctions
u, vy € L*(Q) telles que u,, — u et %u,, — v, dans L*(Q) pour tout 0 < |a| < m.
Mais alors, on a également u,, — u dans D/(Q)) et par continuité 0%u, — 0%u
dans D'(Q). Comme 0%u,, — v, dans L?*(Q), on a donc 9%u = v, € L*(Q) avec
égalité dans D’'(2) et donc dans L2(£2). Ainsi, on a bien

V|a| <m, 0%u, — 0%u dans L*(Q)

c’est & dire la convergence dans H™ () : H™(Q)) est donc complet.

— Soit u € H™(RY), x € C>(R?) une fonction plateau telle que x = 1 pour |z| < 1et
X = 0 pour |x| > 2. On définit alors u.(z) := u(x)x(ex) de sorte que u. € H(R?)
et u. — u dans H™(R?).

— Soit u € H™(R?), (p.) une approximation de I'unité, alors u. := u* p. € D(RY)
et ue — u dans H™(R?).

d

En regard du dernier point, on notera le fait crucial suivant : D(2) n’est pas dense
dans H™(Q) si Q # R9. Cela motive la définition suivante.

Définition 61.
Hy' () = D(Q)
ot ladhérence est prise pour la norme de H™(S2).
Etant fermé dans H™ (), H{" () hérite de sa structure d’espace de Hilbert.
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Remarque : Moralement, les fonctions de HJ*(Q2) sont les fonctions H™(Q) qui
sont "nulles sur le bord 0Q". Cette formulation n’a évidemment de sens que si les
fonctions en jeu sont au moins continues (c’est a dire pour d < 2m), mais donne tout
de méme l'idée derriere la définition.

On considére dans la suite  un ouvert borné de classe C', de sorte que le choix de
travailler avec H}(Q) ait un intérét. On démontre alors deux résultats fondamentaux.

Proposition 62 (Inégalité de Poincaré). Il existe une constante Cq > 0 telle que

Vu € Hy(Q), |lull2) < CallVullL2(q)

Démonstration: Par densité, il suffit de prouver I'inégalité sur D(f2), fixons donc
u € D(Q). Q étant borné, il existe un rayon R > 0 tel que  C B(0, R). Pour x € R%,
on écrira x = (71, ,2q) = (1,2') ott € R4~1. Alors, u étant & support compact
inclus dans B(0, R), pour z € ) on a

1
u(z) = /_R Oy u(t,x") dt
et par Cauchy-Schwarz
fu(@)? < |1 + R| /R Oy ult, ') 2dt < 2R/R O, ult, ') 2t
puis en intégrant sur Q C {|z1| < R, 2’ € R~1}

/ lu(z)|*dz < 2R / |0z, u(t, z")|?dt doy da’
) R

21| <Rz’ €RI-1
par Fubini (v étant C* a support compact dans ) et en notant que |0, u| < [Vu|
on a

/Q () [2dz < AR? /R B, () Pda < ARVl 21

Comme corollaire direct vient le fait suivant :

Corollaire 63. Les normes || - ||12(q) €t |V - [|r2q) sont équivalentes sur H} ().

Un intérét de 'espace H{(£2) est donc le suivant : contréler la dérivée de la fonction
dans L%(Q) suffit a controler la fonction elle méme, dans L?(Q) et donc dans H}(Q).
Autre point important sur ces espaces : on a vu que les inclusions entre H™ () étaient
continues, il s’avére que la "perte" de régularité de H™(Q) a H™ () permet en fait
de prouver que ces injections sont compactes.

Théoréme 64 (Rellich). L’injection

H; () = L*(Q)

est compacte.

Remarque: En d’autres termes, les parties bornées de H(Q) sont relativement
compactes dans L*(Q) (et donc précompactes). En pratique, cela se traduit par les
deux propriétés suivantes :

— de toute suite de H}(Q) bornée on peut extraire une sous-suite L*(Q) convergente,
— toute suite faiblement convergente de H}(Q) converge fortement dans L*().

La preuve du théoréme de Rellich s’appuie sur le résultat de compacité suivant (dont
on trouvera une preuve dans [1]), variante LP du théoréme d’Ascoli :

Théoréme 65 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit p > 1 et B C LP(R%). B est relative-
ment compacte (et donc précompacte) dans LP(R?) si et seulement si :

— B est bornée dans LP(R?)

— f‘z|>R |f(z)Pdx — 0 quand R — 400, uniformément en f € B

— |17af = fllLr@ay — O quand |a| — 0, uniformément en f € B
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Démonstration: On montre que H} () <> L?(R?), comme la restriction L?(R?) <
L?(f2) est continue, on aura bien I'injection compacte voulue.

Soit B = Bpi(q)(0,1) et B := {f, f € B} ou f désigne le prolongement de f € H(Q)
par 0 en dehors de Q. Comme nos fonctions sont dans Hg (€2), ce prolongement est bien
défini de Hg () dans H, L(R?). On applique le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov
aB:

— par définition de la norme H'(Q), on a directement que B est bornée dans L?(R%)
— pour f € Bet R >0 assez grand tel que 2 C B(0, R), on a

[ Jf@par=o
|z|>R

— pour f€ B,ac R ona

nf = sy = [ Iuf() = flo)de
2

- /Rd (a~/01Vf(9c+ta)dt> dzx

1
|a|2/ / |V f(x + ta)|? dt dx
re Jo

< |alPIV£IIZ2

IA

et || fllg1(q) < 1 assure que la convergence vers 0 est bien uniforme en f € B
Ainsi, B est relativement compacte dans L?(R%) et donc HE () < L2(1Q).

O

Remarque : Du théoréme de Rellich, on peut, sans calcul, retrouver l’inégalité de
Poincaré.
Supposons linégalité fausse, alors il existe une suite (u,) C H} () telle que

Vn € N*, Hun||L2(Q) =1 et ||Vun||L2(Q) <

S|

(un) est donc bornée dans H*(Q) : il existe une sous suite (uy(n)) qui converge dans
L*(Q) vers un certain v € L*(2), en particulier ||v||12) = 1. Mais alors, comme
Vg — 0 dans L*(2), on a Vv = 0 dans D'(Q2), et donc dans L*(2). Ainsi,
Ugp(n) — v dans H(Q) et alors v € Hi(Y). De plus, on a v = cste sur Q de sorte que
v =0 : incompatible avec ||[v][r2q) = 1.

On peut méme montrer le résultat plus général suivant (voir [1] pour une démonstra-
tion) :

Théoréme 66 (Rellich-Kondrakov). On a les injections compactes suivantes :

— Sid=1:HYQ) — C°Q)

— Sid=2:HYQ) < LYQ) pout tout ¢ > 1

— Sid>3: HI(Q) N Lq(Q) pour tout q € [17 d%dQ)

Cette vision au travers des dérivées a I’avantage d’étre intuitive mais trouve assez vite
ses limites quand on s’intéresse a ’exposant m € N : que se passe-t-il pour m € R;\N?
que se passe-t-il pour m < 07 Ces questions sont difficiles & traiter dans le cas d’un
ouvert général, la premiére pourrait étre répondue par interpolation des espaces L?(2)
et H™()) pour un n assez grand, la deuxiéme en voyant H =" () comme le dual de
Hi (), mais ces deux méthodes sont techniques et difficiles.
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5.2 — Espaces de Sobolev : cas de ’espace entier R?

On travaille ici dans Iespace tout entier R? avec comme ajout notable I'accés
a la transformée de Fourier. Gardant en téte le fait que F échange dérivation et
multiplication polynomiale, on propose une définition alternative dans ce cas.

Définition 67. Pour s € R on définit
H(RY) = {u € S'(RY), (1+ €))% e L2(Rd)}
munit du produit scalaire

()i = [ 1+ €R)°al)TTEdE

Notons que cette fois, les éléments en jeu sont & priori des distributions. Pour s > 0, le

poids (1+|£|?)* étant polynomial on est bien assuré de retrouver in fine des fonctions

L?(RY). Cette généralité prend donc sens quand on considére s < 0, dans ce cas on

autorise & 4 d’exploser loin de zéro (le poids ayant pour effet de compenser cette

explosion) et rien n’assure & priori qu’on récupére alors u € L?(R?). On manipule

donc dans ce cas des distributions tempérées.

De cette nouvelle définition découlent des propriétés similaires a celles qu’on a déja

observées :

Proposition 68.

— si s’ <s, Vinclusion H*(R?) C H* (R?) est continue,

— pour tout s € R, H*(R?) est un Hilbert,

— les deux définitions coincident quand Q = R% et s € N et les normes sont équiva-
lentes.

Démonstration :

— comme (14 [¢[?)*/2 est croissante en s € R, on a || - || yor gay < || - || 72z dés que
s’ < s, d’ou l'inclusion continue.

— soit (u,) une suite de Cauchy dans H*(R%), alors (1 + |£|2)™/?%,, est de Cauchy
dans L2(R%) et donc @, est de Cauchy dans I'espace a poids L?(RE, (1+[¢[%)™/2).
Cet espace étant complet, il existe v € LQ(Rg, (1+ [£]2)™/2) tel que u,, — v dans
L*(RE, (1 + 1€]2)™/2). Or v € L*(RE, (1 + 1€12)™/?) C S'(RY), donc il existe une
distribution u € &' (R?) telle que @ = v et alors

Uy — adans L2(RE, (1+]¢]*)™/2), i.e. (1+[€[*)™/ 2@, — (1+[¢[*)™/*@ dans L*(R?)

on a donc bien u, — u dans H*(RY) : H*(RY) est complet.
— si s =m € N, il suffit de noter qu’il existe des constantes C,,,C/, > 0 telles que
Cm D P <A+ P <0 Y €
|a<m |a<m
de sorte que le lien entre transformation de Fourier et dérivation permet de conclure
O

Remarque: Notons que dans le cas de lespace tout entier Q = R%, on a H} (R?) =
HY(R?), il n’y a donc pas de résultat propres & ces espaces dans le cas R?.

5.3 — Problémes elliptiques

On s’intéresse dans cette partie a la mise en oeuvre de toute la machinerie déve-
loppée jusqu’ici pour étudier des problémes elliptiques du type

—Au+qu=f(,u) surQ
u € H(Q)
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L’étude de ce type de problémes, loin d’étre triviale, peut tout de méme se simplifier
dans certains cas. Prenons a titre d’exemple le cas Q@ = R% g =1 et f(-,u) = f €
L?(R9), autrement dit, le probléme est linéaire et posé sur I'espace tout entier. Alors
en appliquant la transformée de Fourier (dans S’(R?) a priori), on obtient qu'une
distribution tempérée u solution du probléme doit vérifier

(1+lePa=f

de sorte que u est donnée par la formule
uw=F" 1+ )

Réciproquement, on vérifie facilement qu’ainsi définie, u € H*(R?) et est solution du
probléme —Au +u = f.

Dans le cas ott © C R% est un ouvert borné, on n’a plus accés a la transformée de
Fourier, I’étude n’est donc plus si simple et requiert des outils d’analyse fontionnelle
spécifiques.

Cas g=0et f(-,u)=f:

On veut résoudre ici le probléme

—Au=f surQ
u € Hg(Q)

ou Q est un ouvert borné C! et f € L?(). La formulation faible (i.e. au sens des
distributions) d’un tel probléme s’écrit :

Vo € D(Q), (Vu, v90>'D’,D = (f, (P>D’,D

qu’on peut écrire en un probléme au sens faible sur H}(Q) :

Vo € Hi(Q). /ww:/fso
Q Q

L’inégalité de Poincaré assure que la structure hilbertienne de Hg(f2) donnée par
IV - llz2(q) est équivalente & celle héritée de H 1(Q), on peut donc finalement réécrire
le probléme (en prenant v =) :

Yo € HY (), (u,v)Hé(Q) = (f,v)12()

Comme v € Hg(Q) — (f,v)r2(0) est une forme antilinéaire continue, le théoréme de
représentation de Riesz assure Pexistence et 1'unicité d'un vecteur u € H{ () tel que
(u, ) 3 () = (f,v)12() pour tout v € Hq(Q2), d’out le résultat suivant
Proposition 69. Pour f € L?(12), il existe une unique solution faible HZ(Q)) au
probléme

—Au=f surQ
de plus cette solution satisfait [|ull g3y < [|fllz2()-
On peut donc facilement définir un opérateur inverse pour A qui soit borné.
Proposition 70. L opérateur (—A)~! : L*(Q) — HE(Q) qui a f € L?(Q) associe
lunique solution HZ(Q) du probléme ce dessus, est un opérateur borné de L?((2)
dans HE(2). C'est méme un opérateur compact de L*(Q) dans lui-méme.

Démonstration: La continuité découle de estimée du théoréme de Riesz, la com-
pacité est obtenue en combinant avec le théoréme de Rellich.

O
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Remarque: On peut méme remarquer que cet opérateur est autoadjoint et posi-
tif, de sorte que, en appliquant le théoréme spectral, il existe une suite de réels positifs
(k) qui tend vers +oo et une suite de fonctions (pr) qui forment une base hilbertienne
de L?(Q) tels que

Vk > 1, —Apr = Mk

On peut également montrer que les fonctions py, sont C*°.

Cas non-symmétrique avec ¢ =0 et f(-,u) = f:

Remarquons que dans le cas précédent, la symmétrie de 'opérateur —A permet
d’écrire le probléme directement sous la forme du théoréme de Riesz, ce qui tombe en
défaut dés que Popérateur ne définit pas un produit scalaire. Prenons a; ; € L>(Q) et
considérons 'opérateur différentiel générique

d
L= 0y (a;;0s))

ij=1
on supposera que cet opérateur est elliptique (ou coercif) dans le sens ou il existe
une constante a > 0 telle que

d
VeeQ, EeRY, Y ai (2)6E; > alef?

ij=1
En suivant la méme démarche que précédemment le probléme

—Lu=f sur
u € Hg(Q)

s’écrit au sens faible sur H}(Q) en

d
Yo e Hy(Q), Y /Qaiyj(aziu)(azjv):/ﬂfu

ij=1

Dans ce cadre, rien n’assure que le terme de gauche soit un produit scalaire sur H}(Q),
on utilise alors le théoréme de Lax-Milgram dans 'espace H}(2) pour la forme linéaire

L:ve Hy(Q)w [ fo
Q

et la forme bilinéaire

d
a: (u,v) € Hy(Q) x Hy(Q) = Y /Q ;. (0, 1) (O, )

ij=1

L est une forme linéaire continue sur Hg (£2) car continue pour la norme L?(£2). Concer-
nant a, c’est bien une forme bilinéaire continue sur H}(Q2). En effet en utilisant I'in-
égalité de Cauchy-Schwarz on a pour u,v € H} ()

d

ja(u, v)| < Y llas,

ij=1

@) /Q 102,102, 0] < ClIVaul 20y IV0 2y = el oy o3

On montre également que a est coercive, ce qui découle directement de la coercivité
de L et de I'inégalité de Poincaré :

d
a(uu U) :/Q Z ai,j(aziu)(awju) 2 aHqu%Q(Q) = a”uH%I[}(Q)

4,j=1

Le théoréme assure donc l'existence et 1'unicité d’un vecteur u € HE(Q) vérifiant
a(u,v) = L(v) pour tout v € Hg () ce qu’on résume dans le théoréme suivant.
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Théoréme 71. Soit f € L?(Q), L = 2?,1:16 v (ai,jé‘xj) un opérateur c-elliptique,

Zq
alors il existe une unique solution faible Hi () au probleme
—Lu=f sur

et cette solution u vérifie de plus |[ul| g1 (o) < LI fllz2@

On peut méme considérer le cas ot ¢ € L () est positif de sorte que le probléme
—Lu+qu=f sur )

admet encore une unique solution Hy () par les mémes arguments.

Exemple 72. Soit a € C}(0,1) tel que a(z) > a pour un certain a > 0 pour x € (0,1),
alors Uopérateur L = ad?, + a'0, est a-elliptique. En effet, L = 0,(ady) et alors
a(x)€? > a&?. Ainsi, pour tout ¢ € L>(0,1) a valeurs positives et f € L*(0,1), le
probleme aux limites

—au”" —du +qu=f et u(0)=u(l)=0

admet une unique solution dans Hg(0,1).

Les cas non-linéaire :

On suppose maintenant que f(-,u) = f(u) pour une certaine fonction f € Cp(R).
Deés lors le probléme est non-linéaire et tous les outils précédents tombent en défaut
pour étudier le probléme

—Au= f(u) sur
u € H (D)

On veut ici s’appuyer sur des méthodes de point fixe, en effet I’équation ci-dessus se

réecrit
u=(=A)"(f(u)) = T(u)

Pour tenter un raisonnement par point fixe, on doit au moins s’assure que ’application
T est bien définie et continue, ce qui revient & dire que u — f ou € L%(R?) est elle-
méme continue.

Lemme73. Soit f € CP(R), alors l’application u € L*(Q) — fou € L*(Q) est continue
sur L2(€2).

Démonstration : Soit (u,) C L*(Q) telle que u,, — u dans L*(Q) et une suite
extraite (u,/). Alors il existe une sous-sous-suite (u,~) telle que u,» — u presque
partout, de sorte que par continuité de f, on a f o u,» — f owu presque partout sur
Q. De plus, f étant bornée et 2 aussi, on a par convergence dominée que

Ilf otunr — foullpz) =0

Alnsi, pour toute suite extraite de (f o uy,), il existe une sous-sous-suite qui converge
vers f ou dans L%(Q), d’oi la convergence de toute la suite.

O
Ainsi, Iapplication
L*(Q) — H}(Q)
: -1
u (=A)7(f(u)
est continue. On pourrait alors tenter un argument de point fixe de Banach, mais cela
nécessiterait une condition de petitesse sur f pour espérer retrouver une application

contractante. Au prix de 'unicité, on propose ici une méthode basée sur le point fixe
de Schauder.

Hugo Eulry Page 39/41 Agrégation externe



Théoréme 74 (Schauder). Soit E un Banach, C' un convexe fermé non-vide et T :
C — C une application continue telle que T'(C) soit compact. Alors il existe x € C tel
que T(z) = z.

Ce qui donne le résultat suivant :

Théoréme 75. Soit f € CY(R;R), alors le probléme

—Au= f(u) surQ
u € Hy(Q)

admet une solution faible H}(Q). Si de plus f est décroissante, alors cette solution
est unique.

Démonstration : Considéronsl’application 7' définie comme plus haut, mais par-
tant de H}(Q), alors c’est une application continue, et méme compacte par Rel-
lich, reste & déterminer un convexe C' qui convient. Soit M > 0 & fixer plus tard
et C = Bpiq)(0,M), pour u € C, T(u) est I'unique solution faible HY(Q) de
—Av = f(u), ainsi

Yw € Hy(Q), /QVT(U) -Vw = /Qf(u)w

En particulier en prenant w = T'(u), on obtient

1T ()73 0y = /Qf(U)T(U) < fllzee @ |22 (W)l 220y < CauflIT (W) g o)

et donc finalement || T'(u)|| (o) < Co,r. En choisissant M > Coq,, on a bien T(C) C C
et donc par Schauder, il existe u € C vérifiant T'(u) = u, c’est & dire une solution faible
H}(Q) de —Au = f(u).

Si maintenant f est décroissante, considérons 2 solutions faibles u et v dans H} ().
Alors on a T'(u) = u et T'(v) = v de sorte que

70 = Ty = [ 1960 - TE)P
/QV(T(U) —TW)) -V(u—v)

llu — vll5 (0

- /UW%J@DW—WSO
Q

ou on a utilisé le fait que w := T'(u) — T'(v) est solution faible de —Aw = f(u) — f(v)
et que f est décroissante. On a donc ||u — v||2Lg(Q) <0, c’est a dire u = v.

O
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