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TD 4. Espaces de Sobolev

Exercice 1. Suites régularisantes

1. Construire une suite de fonctions (6,), vérifiant :

0,, € C°(RY), supp(6,) C B(0,1/n), 0,=1,6,>0
Rd

On notera dans la suite u,, := u x 8, pour une fonction u donnée.

2. Soit u € C°(R?), montrer que u,, € C*(R?) et que (u,) converge unifor-
mément vers u sur tout compact de R4,

3. Soit u € LP(R?) pour 1 > p < 400, montrer que u, € LP NC>®(RY) et
que (uy,) converge vers u dans LP.

4. Soit u € C°(R?), montrer que lim [o, u(x)0,(z)de = u(0) (autrement

n—-+4oo

dit, 8,, — o au sens des distributions).

5. Soit u € CY(R?) uniformément continue, montrer que (u,) converge vers
u uniformément sur R<.

Exercice 2. Etude de W?(0,1)

1. Caractérisation de Wy™”

(a) On pose Wy = {v € WHP(0,1);v(0) = v(1) = 0} (v(0) et v(1)
sont bien définis, puisque v est identifiée & son représentant continu).
Montrer que, pour p # oo, on a Wol’p(O, 1) C Wo.

(b) Soit v € Wy et p # co. Montrer qu'il existe ¢, € D(]0,1]) vérifiant
fol on(z)dz = 0 tel que l'on ait ¢, — v' dans LP(0,1). En déduire
que W,y *(0,1) = Wo.

2. Formule de Green et application

(a) Montrer que W(0,1) = W,"*(0,1) @ P;. En déduire que C>([0,1])
est dense dans W1?(0, 1) (ot1 on note P; 'espace des fonctions affines).

(b) Soit u et v € Whl(a,b), montrer que uv € Wht(a,b), (uv) = u' v+
uv' et que

b b
/ o' () v(x) de = u(d) v(b) — u(a) v(a) — / u(z) v (x) dx

Si de plus u € WP(a,b) et v € Wh4(a,b), 1 < p < ¢ < +00, en
déduire que uv € WhP(a,b).

(¢) Soit @ < b < c. Pour u € LP(a,c), on note ug = u, , et ug = uy, .
Montrer que

uy € WHP(a,b),
u€ WhP(a,c) <= S uqg € WHP(b,¢),
ug(b) = ua(b)



Exercice 3. Inégalités de Poincaré, Poincaré-Wirtinger et de Deny-Lions

1. Montrer & I'aide du Théoréme d’Ascoli que I'injection H'(0,1) — C[0, 1]
est une application compacte.

2. On veut démontrer par ’absurde qu’il existe une constante C > 0 telle
que
Yu € HY(0,1), lullrz < C||lu/| 2

(a) Vérifier que nier cette inégalité entraine I'existence d’une suite w,, de
H'Y(0,1) telle que

1
Vn e N lugllze =1, lunllz2 < -

(b) Montrer qu’il existe une fonction v € L?(0,1) telle que |jul/z2 = 1
et telle que, aprés extraction d’une sous-suite (renommée u,,), on ait
un — u dans L2(0, 1) lorsque n — +oo.

(c) Montrer que u est une fonction constante appartenant a Hg(0,1) et
établir une contradiction.

3. Pour une fonction u € H'(0, 1), on note sa moyenne

u:/olu(a:)dx

Montrer par I'absurde qu’il existe C' > 0 telle que
Yu e H'(0,1), llu—allpe < C|lu| L2

4. On note II; la projection orthogonale, dans H'(0,1), sur I'espace P; des
fonctions affines. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Yu € H%(0,1), ||u— u| g < Cllu|| 12

Exercice 4. Une caractérisation équivalente
1. Soit 1 < p < +00, Q un ouvert de R?, montrer que C°(£2) est dense dans
LP(Q).
2. Soit I un intervalle ouvert de R, u € LP(I) avec 1 < p < +oo. Montrer

que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) u e WLP(I)
(ii) il existe une constante C' > 0 telle que

Vo e Cl(I),

/I w" < Cllelan

(iii) il existe une constante C' > 0 telle que pour tout intervalle ouvert
w CC I et heR tel que |h| < d(w,I¢) on a

[Thu = ull () < Clh|

De plus, on peut choisir C' = [|u/|| 1»(r)-



